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PRÉLIMINAIRES 



NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 
A TROIS DIMENSIONS 



1 . Coordoimées d'un point. — On déûnif la position d'nn point, en 
géométrie à trois dimensions, au moyen de ses coordonnées. Con- 
sidérons un trièdre (O.xyz) de sommet 0, et, sur chacune des arêtes 
de ce trièdre, fixons un sens positif et 
un sens négatif; soient Ox, Oy, Oî 
les sens .positifs fixés respectivement 
sur les trois arêtes. On appelle coor- 
(ZojîBeâscoî'ie'sienije* ou tout simplement 
. coordonnées du point M rapporté aux 
' trois axes Oa:, Oy et Os, lesprojeclions 
du segment OM sur chacun des axes, 
parallèlement au plan des deux autres. 
La projection sur l'axe a/a: s'appelle 
l'abscisse et se désigne par la lettre œ ; la projection sur l'axe yy' 
s'appelle l'ordonnée et se désigne par la lettre y ; enfin la projec- 
tion sur l'axe 3'î s'appelle la co(e et se désigne parla lettre s; de 
là les noms d'axes des a:, des y et des 3 donnés aux trois arêtes du 
trièdre. 

Le point 0, sommet du trièdre, s'appelle l'oWjrijîe des coordonnées, 
et l'on dit que celles-ci sont rectangulaires ou obliques suivant que 
le trièdre est trirectangle ou non. 

11 est clair qu'à tout point M de l'espace rapporté à un trièdre 
(O.aïys) il correspond un système de trois coordonnées œ, y, z. 
Inversement, si l'on connaît les coordonnées d'un point M par 
rapport à trois axes formant un trièdre, la position du point dans 
l'espace est bien définie, car on connaît les projections du point sur 
trois droites et, par suite, le point est à l'intersection de trois plans 
qui se coupent toujours, parce qu'ils sont respectivement paral- 
lèles aux trois faces d'un trièdre. 
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2 PRÉUJIINAIRtlS 

Si l'on mène par le point M la parallèle MQ à l'axe des z, jus- 
qu'an point Q où celte droite rencontre le plan xOy, puis la paral- 
lèle OP à l'axe des y, on obtient une ligne polygonale OPQM qu'on 
«ppelle le contour des coordonnées du point il. 

a. Coordonnâmes du point qui partage un segment dans un 
rapport donné. — Considérons un segment AiAj délini par les 
coordonnées 2:^1, 1/1, s, et xi, yi, a^ des points Ai, A3. La posi- 
tion de tout point M de la droite indéfinie A1A3 est complètement 
définie si l'on connaît, en grandeur et en 
signe, la valeur X du rapport 1^-7 ce 
rapport étant convention nellem en t positif 
si le point M est situé entre A, et Aa, 
négatif dans le cas contraire, l'ordre des 
lettres au numérateur et au dénominateur 
devant d'ailleurs être respecté. 

Cela posé, proposons-nous de calculer 
les coordonnées k, y, 2 du point M en 
fonction de >. et des coordonnées des points A, et Aa. Pour cela, 
remarquons que si Ton projette sur un ase quelconque, on a évi- 
demment en grandeur et en signe 

pr. AiM _ A|M . 




' ' pr. .MAi 

Projetons d'abord sur l'axe des œ, parallèlement au plan i/O: ; 

pr, AiM = pr. A,04-pr. OJI ; 
mais, par définiiion, 

pr. AïO = — pr. OAi —. — -œi, 
pr. OM -X'; 
donc pr. A, M = ic — xi. 

On a de même pr. SIAj t= m^ — x, 

-al, par suite, en vertu de [[), 

s:s — j: 
On tire de la x =: — ; — -^— ' 

et l'on trouverait de même, en projetant sur les deu\ autres axes, 
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Ces formules résolvent le problème et, si 1 = —i elles devieii- 
nent 

3 . Centre des distances proportionnelles d'an système de 
poiDls. — Considérons un système de points Ai, Aj, . . . , An, défini 
par les coordonnées ic,-, y,, 21 de l'un quelconque do ses points, Ai, 
Supposons ces points affectés des 
coefficients respectifs a,, a^, ..., a„, 
positifs ou négatifs, et construisons 
le point Bj situé sur A1A2 et tel que 
l'on ait 




le point Bs situé 



puis affectons ce point du coefficient 
(Il 4- Ha = h. Construisons ensuite 
BaAs et tel que l'on ait 

B,A,~&/ 

puis affectons ce point du coefficient b^ + a., = 63, et ainsi de 
suite. Nous obtiendrons finalement un point B™ qu'on appelle le 
centre des distances proportionnelles du système de points considérés. 
Proposons-nous de calculer les coordonnées a;, y, z du point Bn, 
connaissant celles des points donnés. Appelons pour cela îa, vj), t^ 
les coordonnées du point Bj, Sa. ',8. ïs celles du point B3, etc., 
%n\ ■^n, ïii celles du point B», de sorte que 5„, r,„, i;„ sont respective- 
ment identiques à a:, y, s. Eu vertu des formules (2) du numéro 
précédeni, on a 



formule qu'o 

(3) 



peut écrire 
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PBI^LIMINAIRES 

•c à membre les formules (3) et (4) et en 



En additionnant membr 
réduisant, il vient 

6„(„ = a,jKi + aaa;jH -ha„a;„. 

Or, par déflniLion, b„ = ai + ai-{ h a,i ( 

donc «1 + oj + • ■ ■ 4- «n est différent de zéro, on 



Lorsqu'on a en particulie 
mules deviennent 



et le point B^ prend le nom de centre des moyennes distances. 

4. Propriétés du centre des distances propoi't.ioniielies. — 

Le simple esamen des expressions des coordonnées du centre des 
distances proportionnelles met en évidence les propriétés suivantes 
de ce point : 

P Pour obtenir le centre des distances proportionnelles d'un 
système de points, au lieu d'associer les points dans l'ordre 
Ai, Aî,..., A„, on peut les associer dans n'importe quel ordre; 

2° Le centre des distances proportionnelles d'un système de points 
ne change pas quand on fait varier les coefficients de manière à 
CMiserver leurs rapports mutuels, c'est-à-dire si les coefficients, au 
lieu d'être égaux respectivement à a„ a^, . . ., a,,, sont égaux res- 
pectivement à ka„ ka2,. .-, fiOn, k désignant un facteur arbitraire. 

5. Dëlermiiiation d'une direction. — Pour déterminer une 
direction de l'espace, on mène par l'origine la demi-droite Oi paral- 
lèle à cette direction et sur cette demi-droite on prend un point M 

à une distance non nulle de l'origine ; la 
direction est complètement définie quand 
on connaît ce point, par suite quand on 
donne les coordonnées a, b, c du point M. 
Pour cette raison le point H est appelé le 
point diVecïeuj" de la direction, dont a, b, c 
sont \«s paramètres directeurs. 

Lorsque les coordonnées sont rectangu- 
laires, si l'on appelle «, p, •/ les angles 
que la direction fait avec les axes respec- 
tifs Oa:, Oî/, 0^, et si OM est égale à 1, 
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NOTIONS DE r.ÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TBOIS DIMENSIONS 5 

la théorie des projections ou, si l'on veut, fa définition du cosinus 
d'un angle donne 



Les paramètres directeurs a, 6, c s'appellent alors les cosinus 
directeurs de ia direction OM. 

6, Théot^me. — Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, 
la somme des carrés des cosinus directeurs d'une direction est égale 
à l'imité. 

Construisons en effet le contour OPQM des coordonnées du point 
M et projetons orthogonale ment ce 
contour, ainsi que la diagonale OM, 
successisement sur les aves et sur la 
direction OM. En projetant d'abord 
sur les axes, on obtient 




puisijue, par hypothèse, OH 
projetant ensuite 






OM, on obtient 



1. Angle de deux dti^ctions en cooMonnées rectangulali'ee. 

— Considérons une deuxième direction OM', faisant l'ang'le V avec 
la première et les angles k, p, -f avec les axes. Supposons encore 
OM = i et projetons orthogonale ment le contour OPQM et la dia- 
gonale OM sur l'axe OM'; il vient ainsi 

COS V = « COS a' + b COS p' -(- c COS -f'i 

et, en remplaçant a, b. 
obtient 



par leurs valeurs trouvées plus 

os a' H- COS ^ COS 3' -f- COS -; cos y'- 



8. Conditions d'ortiiogoiialité. — D'après cela, quand les axes 
sont rectangulaires, la condition d'orthogonahté des deus directions 
OM et OM' est 

cos a COS 'x' + cos '!> cos ^' + cos y cos y' — 0. 

9, Conditions de parallélisme de deux directions (axes quel- 
conques]. — Pour que deux directions soient parallèles, il faut 
et il suffit que les parallèles à ces deux directions menées par 
l'origine soient confondues ; par suite, il faut et il suffit que leui's 
points directeurs soient en ligne droite avec l'origine. Si donc M 
et M' sont. les deux points directeurs de deux directions parai- 
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use quelconque on a 






pr. OM 


OM 
" UM'' 




Appelons alors a, b 


c les c 


ordonnée 


du point M, a', b', c' 


celles du 


point M' 


En projetant d'aiord 


sur Oa: 


parallèle 


ment au plan !/0;, on 


a 




OH 


" 7' 




on aurait de même 







a' b' a' 
X directions soient parallèles, il faut que levn 
paramètres directeurs soient projiortionnels. 

Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, car, si on les suppose 
remplies et si l'on appelle /t la valeur commune des trois rapports, 
le point Ml delà droite OM' délini par l'égalité -rrr — ha pour 
coordonnées, d'après le calcul précédent, ka', kb', kc', et, par suite, 
coïncide avec le point M. Les points directeurs de deux directions 
étant en ligne droite avec l'origine, les deux directions sont paral- 



10. Kelalions entre les coordonnées d'un point quelconque 
d'une llflne dvoite (axes quelconques). ~ Considérons une droite 
indéfinie ((' et fixons sur cette droite un sens de parcours, de ma- 
nière à déterminer une direction; menons par l'origine la demi- 
droite Od parallèle à cette direcUon, 
appelons a, b, c ses paramètres direc- 
teurs, M le point de cette demi-droite 
dont les coordonnées sont a, b, c, 
c'est-à-dire le point directeur; prenons 
enfin sur la droite tl' un point Aq, de 
coordonnées Xo, Va H- Quand on se 
donne iCo, !/„, % et a, b, c, il est clair 
que l'on définit non seulement la po- 
sition de la droite tt', mais encore le 
sens adopté comme sens positif de 
parcours sur cette droite. Proposons- 
nous alors, au moyen de ces données, 
3nt les coordonnées ic, y, s d'un 
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TROIS BIJIENSIONS 



point quelconque, A, de u' . Pour cela, observons d'abord que la 
position de A sur ((' est complètement définie par le segment 
algébrique A,)A, que nous désignerons par la lettre p et que nous 
prendrons comme inconnue auxiliaire; prenons ensuite sur la demi- 
droite Oli, le point M tel que OM = 1 et sur la demi-droite 
A(it le point Ai tel que A(,Ai = 1. 
En projetant sur n'importe quel axe, on a évidemment 
pr. A, A _ AqA 
pr. AoAi ~ AqAi 
pr- OM _ OM , 
pr. OM, ~ OM, ' 
d'où il résulte, en divisant membre à membre et en remarquant que 
OM, = AoAi = I, 

pr. AqA _ AjA 
pr. OM ~ OM ' 
Mais on a posé A(,A' — p ; si donc on désigne par l la distance 
OM, il vient 

pr. AqA _ _p_ 
pr. OM ~ l ' 
Projetons alors successivement sur chacun des [rois axes, paral- 
lèlement au plan des deux autres, et nous aurons : sur l'axe des œ 



car pr. A^A ^ îe — a:^ et x 
pareillement sur l'axe des y. 



l ' 



■ i 



Pour avoir les relations cherchées, il ne nous reste plus 
miner -Ç- entre ces trois équations, ce qui donne 



Réciproqi en ent tout \ o t dont les coordonnées m', y', z' satis- 
font à ces équat ons est un po t de la droite (('. Appelons en effet 



la valeur co mune des rapports (t) quand 
y, s respect ve ent par <e j ; on aura 

Prenons sur la droite U' le j 



l-ei que segment algébri 
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8 PRÉLIMINAIRES 

que A-qA' = r, et calculons ses coordonnées ^', y]', !;' en procé- 
dant comme pour établir les relations (1); nous aurons 
i'~^o _ V— yp _ C — "0 _ '' 

a — b ~ c ~ l 

La comparaison avec les équations (2) montre tout do suite que 
5' =:: œ', ï,' =; y', î' = s' et, par suite, que ie point de coordon- 
nées of, y', z' est bien sur ti, puisqu'il coïncide avec A'. 

Les équations (<) caractérisent donc la droite fi', et on les appelle, 
pour celte raison, les équations de la ligne droite; on dit aussi 
qu'elles représentent une ligne droite. Le point M dont les coor- 
données sont a, b, e s'appelle encore le point directeur, et «, 6, c 
sont toujours les paramètres dii'ecteurs. 

a. Cas particuliers. — Si la droite tt' est parallèle à l'un des 
axes, les équations se simplifient. Par e-iemple, si la droite tt' est 
parallèle à 0^, 0(j est confondue avec Os, a et b sont nuls et 
les équations (i) exigent, pour être satisfaites, que l'on ait 

Si de plus tt' coïncide avec Os, on a œ^ =^ ji^ := 0, et ces éqTia- 
tions deviennent 

^ ^ 0, j/ - 0. 

13. Rmaiique. — Con.sidâi-ons deux équations du premier degré 
de la forme 

(3) Aic -1- Bi/ + Gs -H D — 0, 

[4) A'co + B'y + as + ï)' = 0, 

dans lesquelles A, B, . . . , A', B', ... sont des quantités connues et 
ce, y, 3 les coordonnées d'un point mobile; il est facile de voir que 
ces équations définissent une ligne droite, ce qui veut dire que le 
lieu géométrique d'un point mobile dont les coordonnées sont 
assujetties à vérifier constamment cps équations, est une ligne 
droite, pourvu toutefois que les trois bmomes BC ^CB', CA' — AC 
et AB' — BA' ne soient pas nuls simultanément. 

Supposons en effet AB' — BA' ^ 0, donnons à î une valeur 
particulière a, et appelons x„, t/„ les valeurs correspondantes de 
ic et de y tirées de ces équations , d'après la manière même dont 
ces quantités ont été calculées, on aura 

{5) Acc„ + B^o -1- C=u -I- D = 0, 

16} A'a;„ -H BVo + C'3„ + D' :^ 0. 

Retranchant alors (3) de (3) et (6) de (4) ; il vient 

A(^-^„) + Bfe-t/,)-HC(.-=„) = 0, 
A'(^ - ^,} -H. B'{y - 'j,) + C'(i - s„} = ; 
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KOTIONS BE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS 9 

mfin, de ces équations résolues par rapport à * — ■«„ eL y —y,,, 
m déduit les nouvelles équations 



BC — CB' ~ CA' - AC ~ AB' — RA' 
qui définissent évidemment une droite menée par le point dont les 
coordonnées sont 3:„, y^, ^o parallèlement à la direction qui a pour 
paramètres directeurs 

BC — CB', CA' — AC, AB' — BA' . 

13. Parallélisme de deux droites. — Les conditions de paral- 
lélisme de deux droites soni évidemment les mêmes que celles do 
deux directions : il faut et il suffît que les paramètres directeurs 
soient proportionnels. 

14. Déllnition d'un vecteur. — Un vecteur est un segment de 

^,^-a droite AB, ayant une origine A, une extrémité 
_^,..,— -"""'^ B, et un sens, celui de A vers B, c'est-à-dire 

A (le l'origine vers l'extrémité. 

t3. Vecteurs éflaux. — Deux vecteurs parallèles de môme lon- 
gueur et de même sens sont égaua:, par définition, quelle que soit 
leur position dans l'espace. 

Deux vecteurs parallèles de même longueur et de sens opposés, 
sont éffawe el opposés. 

16. Somme géométrique de vecteurs. — Considérons plusieurs 
vecteurs distribués d'une manière quelconque dans l'espace, et 
soient OAi, OA^, OAj,..., OA» les vecteurs respectivement égaux 
menés par le même point 0. On appelle somme géométrique des 

, vecteurs considérés la diagonale OAli de la 

^4^ ligne polygonale OAjAs ... A^ dont les 

côtés autres que OAi sont : 
le vecteur AiA', égal à OA2 ; 
le vecteur A'^Ai égal à OAa, etc. 
Quand il n'y a que deux vecteurs, leur 
somme géométrique est la diagonale du 
parallélogramme construit sur ces deux 
vecteurs ramenés à la même origine ; quand il n'y en a que trois 
non parallèles au même plan, c'est la diagonale du parallélépipède 
construit sur ces trois vecteurs ramenés encore à la même origine. 
Enfin, quand tous les vecteurs sont parallèles, leur somme géomé- 
trique coïncide avec une somme ordinaire. 

17. Remarques. — !• Quand le point se dépUee dans l'espace. 
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la ligne polygonale OA[Aj . . . A^ se déplace parallèlement à elle- 
même; donc la somme géométrique ne change pas. 

2" Il est clair que la projection sur un plan d'une somme géomé- 
trique de vecteurs est la somme géométrique des projections de ces 
vecteurs ; il n'y a qu''à faire une figure pour s'en assurer. 

S" En vertu du théorème des projections, la projection sur un 
axe, d'une somme géométrique de vecteurs, est égale à la somme 
algébrique des projections de ces vecteurs sur cet axe. 
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18. Point matériel. — On appelle point matériel un point 
géométrique en lequel on suppose condensée de la matière 
obéissant aux lois habituelles de la nature. Nous considére- 
rons les corps comme des assemblages de points matériels. 

19. HoDvement et repos. — On dit qu'un corps est en 
mouvement quand il change de position par rapport à des 
points fixes ou supposés fixes ; il est dit au repos dans le cas 
contraire. 

Un point en mouvement sera appelé un mobile. 
On appelle trajectoire d'un mobile le lieu géométrique de 
ses positions successives, 

20. Principe de l'inertie; forces. — Une observation jour- 
nalière nous apprend qu'un corps au repos y reste indéfini- 
ment si aucune cause extérieure n'intervient pour l'en tirer ; 
plus généralement, nous admettrons, comme un principe 
régissant la matière (principe de l'inertie), que l'état de repos 
ou de mouvement des corps ne peut être modifié sans l'inter- 
vention de certaines causes extérieures qu'on appelle des 
forces. 

L'existence des forces n'a rien d'hypothétique ; elle nous 
est révélée par une expérience de tous les instants ; c'est 
ainsi que nous avons le sentiment d'un effort à exercer soit 
pour soulever un fardeau, soit pour soutenir un corps que 
nous avons à la main et l'empêcher de tomber. Dans le pre- 
mier cas, l'intervention d'une cause extérieure met le corps 
en mouvement; dans le second cas, elle modifie le mouve- 
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ment que prend, sous l'action de son poids, tout corps aban- 
donné à lui-même à la surface de la terre. 

11 peut arriver toutefois que l'action d'une force sur un 
corps ne modifie pas, du moins en apparence, son état de 
repos ou de mouvement : c'est ainsi, par exemple, que l'on 
peut exercer un effort sur un fardeau sans parvenir à le 
soulever. 

D'après cela, nous appellerons force toute cause qui modifie 
ou qui tend à modifier l'état de repos ou de mouvement des 
corps. 

Ajoutons que les forces paraissent très diverses par leur 
nature ; effort musculaire, pesanteur, force électrique, etc. 

âl. Objet et divisions de la ntëcaaique. — La mécanique a 
pour objet l'étude du mouvement et des forces qui le pro- 
duisent. Pour cette étude, il n'est pas nécessaire de con- 
naître la nature intime des forces ; il suffit qu'on puisse les 
comparer entre elles, c'est-à-dire les mesurer. Nous verrons 
plus loin comment on y parvient. 

On divise la mécanique en deux parties : la cinématique, 
où l'on s'occupe du mouvement en faisant abstraction des 
forces qui le produisent, et la dynamique, où l'on s'occupe du 
mouvement et des forces. 

Gomme cas particulier de la dynamique, on étudie celui où 
le corps reste au repos sous l'action des forces qui agissent 
sur lui ; la partie de la mécanique qui s'occupe de ce cas par- 
ticulier, d'ailleurs très important, porte le nom de statique. 

Pour nous conformer au programme, nous commencerons 
l'étude de la mécaniqne par celle de la statique. 
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CHAPITRE PREMIER 

PREMIÈRES NOTIONS SUR LES FORCES; DYNAMOMÈTRES 

22. Direction d'une force; point d'application, — Supposons 

qu'à un instant donné un point matériel M, primitivement au 

repos, se mette en mouvement ; nous pouvons dire, en vertu 

du principe de l'inertie , qu'une foree 

^,,---^ agit sur lui, et nous dirons aussi que cette 

[^ ^ -^ force est appliquée au point M. 

Au début de son mouvement, le point 
se déplace dans une certaine direction tangente en M à la 
trajectoire qu'il décrit : cette direction s'appelle la direction dp. 
la force. Par définition donc, la direction d'une force est la di- 
rection du déplacement qu'elle tond à imprimer h un point 
matériel partant du repos. 

23. Équilibre d'un système de lopces. — On dit qu'un sys- 
tème de forces, agissant sur un point matériel ou sur un corps, 
est en équilibre, quand l'état du point ou celui du corps, au 
point de vue du mouvement ou du repos, ne sont pas modifiés 
par l'introduction ou par la suppression de ce système, de 
forces. 

24. Systèmes de forces équivalents. — Il résulte immédia- 
tement de cette définition que si deux st/stémes de forces, P et 
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Q, sont équilibrés par un troisième système, R, on peut les rem- 
placer l'un par l'autre. 

Imaginons en effet que les forces du système P, par exem- 
ple, agissent seules sur un corps. L'état de ce coips, au point 
de vue du mouvement ou du repos, ne sera pas modifié par 
l'introduction des forces des deux systèmes Q et R qui cons- 
tituent un système de forces en équilibre; mais pour la même 
raison, l'état du corps n'est pas modifié par la suppression 
des forces des systèmes P et R. 

11 ne reste donc plus que le système Q qui peut remplacer 
le système P. 

D'après cela, on dit que deux systèmes de forces sont 
équivalents quand ils peuvent être équilibrés par un même 
tro 



25. Forces égales ; somme de deux ou de plusieurs lorees. 

— Lorsque deux forces, F et F', agissant sur le même point 
matériel, dans la même direction et dans des sens opposés, se 
font équilibre, on dit qu'elles sont égales et opposées. 

Deux forces F et F' sont dites égales, quand elles sont 
«gales et opposées à une même troisième. 

On dit qu'une force F est la somme de plusieurs autres 
F,, Fj, . , . , Fn, lorsque toutes ces forces, appliquées à la fois 
au même point que F, dans la même direction et dans le 
même sens, sont équilibrées par une force F' égale et opposée 
à F. 

On exprime que F est la somme des forces F,, Fj,,.., !■,, 
en écrivant régalitc symbolique 

F = F,-i-F5H hF,. 

26. Remarque. — La définition de la di/férence de deux 
forces est une conséquence de la définition de la somme de 
deux autres. On dit qu'une force R est la différence de deux 
autres, F et F', lorsqu'on a 

F = R-wI'". 
Ouand une force F est ainsi égale à la somme de deux autres 
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forces tt et F', on dit que F csL plus grande que chacune 
des forces U et F'. 

27. Mesui-e des [orces. — Ces définitions sufiisent pour ef- 
fectuer la mesure des forces. On en déduit en effet la définition 
d'une force multiplie ou sous-multiple d'une autre, ainsi que 
celle du rapport de deux forces. Voici du reste ces deux défi- 
nitions : 

1" On dit qu'une force F est multiple d'une autre f, lorsque 
F est la soraiBe de plusieurs forces égales à / ; si elle est la 
somme de n forces /■, on dit qu'elle est égale à uf et l'on 
écrit F — nf. Inversement, on dit que /' est un som-mal- 
liple de F et que Ton a 

ce qui veut dire que f est la n''""° partie de F, ou que /' nst 
contenue exactement n fois dans F. 

2° Étant données deux forces F et F', on appelle commune 
mesure h ces deux forces toute force / contenue un nombre 
exact de fois dans chacune d'elles. Deux forces quelconques, 
F et F', peuvent ne pas avoir de commune mesure ; lors- 
qu'elles en ont une, f, tous les sous-multiples de f sont évi- 
demment des communes mesures, de sorte qu'il y en a une 
infinité. 

Quand deux forces F et F' ont une commune mesure f, 
contenue par exemple j? fois dans F et ;/ fois dans F', le 
quotient —, s'appelle le rapport de F à F, et l'on dit que ce 
rapport est commensurable. 

Par un procédé qui revient dans toutes les questions rela- 
tives à la mesure des grandeurs, on étend facilement la notion 
de rapport à deux forces qui n'ont pas de commune mesure ; 
seulement on dit, dans ce cas, que le rapport est incommensu- 
rable, et l'on se borne à le définir par ses valeurs approchées. 
Dans tous les cas on représente le rapport de la force F à la 
force F' parle symbole -=;■ 
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Si l'on prend la force F' comme unité, le rapport commcn- 

F 

surable ou incommensurable ^^ s'appelle lii mesure de la 

force F. 

28. Intensité. — On appelle iniensHè d'une force le nombre 
qui mesure cette force au moyen de l'unité choisie. La force 
généralement prise pour unité est le kilogramme, c'est-à-dire 
le poids l'i, à Paris et dans le vide, d'un décimètre cube d'eau 
distillée à la température qui correspond au maximum de den- 
sité. 

29. Dynamomèti-ea. — La comparaison des forces aux poids 
se fait au moyen d'instruments qu'on appelle des dynamo- 
mètres. En principe, im dynamomètre est un ressort qui se dé- 
forme plus ou moins suivant que 
l'effort que l'on exerce sur lui est 
plus ou moins considérable. On ad- 
met dii reste que les flexions du 
ressort sont égales pour des forces 
égales, ce qui permet d'obtenir l'in- 
tensité d'une force au moyen de la 
flexion. 

Les dj'namomètres affectent des 
formes très variables ; nous allons 
décrire rapidement les plus sim- 
ples. 

Peson à ressort. — Il est formé 
d'une lame d'acier flexible AOB re- 
courbée en fomie de V. Deux arcs 
métalliques partent l'un de la bran- 
che B, l'autre de la branche A ; le 
premier passe à travers une ouver- 
ture pratiquée en A et se termine 
pai un anneau C qui permet de soutenir l'instrument ; le 
deuxième passe à travers une ouverture pratiquée en B et se 

(1) Le poids sera déûni plus loin. 
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crochet D auquel on suspend les poids à éva- 
luer. On gradue l'instrument en suspendant 
des poids de 1, 2, 3 kilogrammes au cro- 
chet D, et en marquant des numéros corres- 
pondants aux points de l'arc BAC oii vient 
s'arrêter chaque fois la branche A, En rem- 
plaçant ensuite ces poids par une force 
quelconque appliquée en D, on pourra 
évaluer l'intensité de cette force en kilo- 
grammes. 

On donne encore le nom de peson à res- 
sort à un dynamomètre dans lequel la partie 
flexible esÈ formée par un ressort à boudin 
enfermé dans une boite métallique ayant la 
forme d'un cylindre. L'une des extrémités Q 
du ressort s'appuie sur la base supérieure du 
cylindre PQ ; l'autre extrémité P s'appuie 
sur un disque fixé à une tige qui traverse le 
ressort, qui traverse librement la base supé- 
rieure du cylindre et qui se termine par un 
anneau R. Un crochet est fixé à la base in- 
férieure, et, selon que 
la force appliquée à 
ce crochet est plus ou 
moins considérable, 
la lige sort d'une lon- 
gueur plus ou moins 
grande. On gradue cet 
appareil comme le 
précédentet l'on mar- 
que les divisions sur 
la tige elle-même. 

Dynamomètre, de 
Régnier et de Ponce- 
let. — Jl consiste es- 
tn dpu\ Urnes d'acier légèrement convexes AB 
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et CD, réunies à leurs extrémités par deux pièces recourbées 
E et F. La pièce E est assujettie à un point fixe et la pièce F 
reçoit l'eifort que l'on veut mesurer. Un levier GH est articulé 
au milieu de la branche CD et se relie avec un levier coudé 
HKL, dont la grande branche KL déplace une aiguille OM, mo- 
bile autour d'un point 0. L'extrémité libre de l'aiguille par- 
court les divisions d'un limbe gradué PQ. On gradue cet 
appareil comme les précédents. 

Ajoutons que, d'une manière générale, les indications four- 
nies par les djuamomètres manquent de précision, parce que 
les ressorts se fatiguent. 

30. Reprfsenlatlon géométrique des forces. — Nous ayons 
vu plus haut qu'une force dépend de trois éléments : le point 

d'application, la direction et l'intensité. On peut, d'après 
cela, représenter géométriquement une force. 

A cet effet, on mène par le point d'application une 
droite ayant même direction que la force et l'on porte à 
partir du point d'application, suivant cette droite et 
dans le même sens, une longueur proportionnelle h l'in- 
tensité de la force. En d'autres termes, soit le point 
d'application et soit Ox une demi-droite menée par 
et ayant même direction et même sens que la force. 
Prenons une longueur arbitraire pour représenter l'unité de 
force et portons sur Ox, à partir du point 0, une longueur 
dont la mesure, à l'aide de cette unité, soit égale à l'intensité 
de la force à représenter. Nous obtenons ainsi im segment OF 
qui est, par convention, la représentation géométrique de la 
force considérée. On termine habituellement ce segment par 
une flèche, et l'on dit indifféremment qu'il représente la force F 
ou la force OF. 

31. Définition de la résultante ; composition et décompo- 
sition des forces. — Etant donné un système de forces F, F', 
F", . . . , il peut exister une force équivalente (24) au système ; 
cette force, quand elle existe, s'appelle la résultante du sys- 
tème de forces F, F', F', ... ; celles-ci sont appelées les 
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comjfomntes , et pour prouver l'existence de la résultante, 
quand il y en a une, on prouve habituellement qu'il existe 
une force R' qui fait équilibre au système de forces F, F", 
F", ... ; alors, en vertu du numéro 24 et de la définition, la 
force R, égale et opposée à R', est la résultante du système de 
forces F, F", F", . . . 

La composition des forces est l'opération qui a pour objet la 
détennination de la résultante de plusieurs forces ; la décom- 
position des forces est l'opération inverse, De ces deux opéra- 
tions, c'est la première qui est la plus importante, et nous ne 
résoudrons les problèmes auxquels elles conduisent toutes 
deux que dans les chapitres suivants. Nous donnerons d'abord 
une définition et quelques propositions préliminaires. 

32, Définition. — On dit qu'un corps est rigide quand les 
_ distances mutuelles des points de ce corps demeurent inva- 
riables quels que soient les efi'orts que l'on exerce sur le corps. 
Un corps solide est un corps rigide, car on peut négliger les 
déformations dues aux efforts qu'il supporte. 

33, Principe Jondamenfal. — Pour que deux forces appli- 
quées aux extréniiiés d'une barre rigide soient en équilibre, il 

faut et il suffit qu'elles aient la même 

■* — '■ " '~ *■ intensité, des sens opposés et qu'elles 

aient en outre même direction que la 
barre ; ce que l'on expt-ime en disant que les deux forces doivent 
être égales et directement opposées. 

Nous regarderons ce principe comme un résultat de l'expé- 
rience, et nous allons en donner tout de suite quelques consé- 
quences. 

34, Tiiéorème h ■— Pour que deux forces P et Q apjyliquées 
en deux points A ei B d'un corps solide se 
fassent équilibre, il faut et il suffit qu'elles 
soient égales et directement opposées. 

f f> En effet, on peut considérer les deux 
forces P et Q comme appliquées aux 
extrémités d'une barre rigide AE. 
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35. Théorème 11. — Onpeut transporter une force en unpoini 
quelconque de sa direction ^pourvu, que ce point soit invariable- 
ment lié au premier, c'est-à-dire pourvu que les deux points d'ap- 
plication, le nouveau et l'ancien, fassent partie du même corps 
solide. 

Soient en effet F une force appliquée en un point A d'un 
corps solide, et B un autre 
point du corps situé sur la 
droite indéfinie AF. 

On ne change pas l'état du 
corps en appliquantau point B 
les deus forces BFi et BF,, égales et opposées et de même in- 
tensité que F (23). Mais on ne change pas davantage l'état du 
corps en supprimant les deus forces AF et BFJ qui se font 
équilibre en vertu du principe fondamental numéro 33. 11 ne 
reste donc plus alors que la force BFi, c'est-à-dire la force F 
dont le point d'application a été transporté au point B ; ce qui 
démontre la proposition. 

36. Théorème 111. — Réciproquement, si une force P appli- 
quée en un point A d'un corps solide peut être remplacée par 
une force Q ajipliquée en un point B du même corps, les deux 
forces P et Q sont égales, de même sens et appliquées suivant la 
même droite. 

Imaginons en effet un corps solide soumis à l'action d'une 
force P appliquée en un point A de ce corps et, au point B du 
même corps, appliquons les deux forces égales et opposées Q 
et Q' : l'état du corps ne sera pas 
changé. Mais puisque Q peut rempla- 
cer P, par définition même Q' qui fait 
équilibre à Q fait aussi équilibre à P. 
Donc, en vertu du théorème I, Q' et P 
sontégales et directement opposées, et, 
par suite, P et Q sontégales, de même 
sens et dirigées suivant la même droite. 

37. Rbharque. — D'après cela il n'y a pas lieu de considérer 
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e distinctes deux forces égales el de même sens, agis- 
sant suivant la même droite. 

38. CoroWaii"e. — Lorsqu'un si/slême de forces a une résul- 
tante, cette résultante est unique. 

Car s'il y en avait deux, P et Q, ces deux forces, en vertu du 
théorème IJI, seraient égales, de même sens et agiraient sui- 
vant la même droite ; par suite elles ne seraient pas dis- 
tinctes. 
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PREMIÈRES NOTIONS SUR LES COUPLES 



39. Liflne d'aclion d'une force. — Avant d"aborder la compo- 
sition des forces, nous allons donner quelques notions sur un 
élément essentiel dans l'étude de la mécanique, et dont l'in- 
troduction, au début de cette étude, permet de simplifier les 
problèmes sur les forces : nous voulons parler des couples. 
Nous commencerons néanmoins par indiquer comment on 
peut effectuer la composition des forces dans uii cas très sim- 
ple, celui où toutes les forces sont appliquées au même point 
et agissent suivant la même droite. A l'avenir, quand plusieurs 
forces agiront suivant la même droite, nous dirons qu'elles ont 
la même ligne d'action et, d'une manière générale, nous appel- 
lerons ligne d'action d'une force, la droite suivant laquelle elle 
agit. 

40. Composition de plusieurs lorces ayant la même ligne 
d'action. — Lorsque plusieurs forces appliquées à un corps 
solide ont la même ligne d'action, on peut toujours les suppo- 
ser appliquées au même point (So). Cela posé, nous examine- 
rons plusieurs cas. 

Premier a^s : Toutes les forces agissent dans le même sens. — 
Par définition même, la résultante de ces forces est une force 
égale à leur somme, ayant la même ligne d'action et le môme 
sens que les forces elles-mêmes (31 et 23). 

Il est clair que l'on peut, inversement, considérer une force 
quelconque, F, comme la résultante de plusieurs autres dont 
la somme est égale à la force F et qui ont la même ligne d'ac- 
tion et le même sens que celle-ci. 

Deuxième cas : Deux forces de sens contraires. — Soient P et 



y Google 



CUAPITBE II 23 

les deux forces et soit P > Q. On peut considérer ia force 
P comme la résultante de deux autres, 

^ ^ Q] '■'t It. de même sens que P et dont les 

intensités respectives sont 
Q, = Q, R = p_Q, 

Les deux forces Qi et Q, égales et opposées, se détruisent, et 
il ne reste plus que la force R. 

Ainsi, deiu: forces ayant même ligne d'action et des sens op- 
posés, ont une résultante égale â leur différence et ayant la même 
ligne d'action et le même sens que la plus grande. 

Tboisièhe cas : Les forces, en nombre quelconque, ont dessens 
quelconques. — Soit P la somme des forces qui agissent dans 
un sens, et soit Q la somme des forces qui agissent en sens 
contraire. La résultante du système est la même que celle des 
deux forces P et Q ; car on pent remplacer toutes les forces 
qui agissent dans un sens par P et toutes les forces qui agis- 
sent dans le sens opposé par Q (24 et 23). Si donc nous 
supposons P > Q, la résultante est égale à P — Q et 
agit dans le même sens que la plus grande somme, c'est-à-dire 
que P. 

41. Remarque.' — Soit x'x la ligne d'action de toutes les for- 
ces considérées, Fi, F^, . . ., F„. Fixons sur cette ligne un sens 
positif, celui de af vers x par 
' exemple, et concertons d'a^^ec- 

^' X f^j. £jy signe -+- les intensités 

des forces qui sont dirigées dans ce sens, du signe — les autres, 
en sorte que F„ F^ F„ sont des nombres positifs ou néga- 
tifs. Moyennant cette convention, les résultats du numéro pré- 
cédent sont compris dans l'énoncé suivant : 

La résultante d'un nombre quelconque de forces ayant la même 
ligne d'action, est égale en grandeur et sens à la somme algébri- 
que de toutes ces forces. 

En d'autres termes, si R est cette résultante on a, en gran- 
deur et sens, 

(i) R^F,-l-F,H hF„. 
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En effet : 

1" La valeur absolue de la somme est, d'après les règles du 
calcul algébrique, égale à la différence entre la somme des 
forces qui agissent dans un sens et la somme des forces qui 
agissent en sens contraire ; elle est donc égale à la valeur ab- 
solue de R ; 

2" Suivant que la somme F, + F^ H- . . . + Fn , est positive 
ou négative, la résultante R est dirigée dans le sens de a;' vers 
X ou en sens contraire ; ce qui revient à dire que cette somme 
et R ont le même signe. L'égalité (1) définit donc bien la résul- 
tante en grandeur et sens, 

42. Détinliion d'un couple. — On appelle couph, en méca- 
nique, un système de deux forces de même intensité, paral- 
lèles et de sens contraires, appliquées aux extrémités d'une 
droite de longueur non nulle, mais non directement opposées. 

43. Éléments constitutlts d'un couple. — Considérons un 
couple défini par les deux forces P et Q appliquées respecti- 
vement aux points A et B d'un corps solide. Sans changer 
l'intensité des forces du couple, on peut supposer que chacune 

d'elles soit appliquée en un point 
quelconque de sa ligne d'action, 
pourvu que ces divers points ap- 
partiennent au corps soumis à l'ac- 
tion du couple ; si donc CD est une 
perpendiculaire commune aux deux forces, on peut les sup- 
poser appliquées respectivement en C et en D. Ceci revient 
à dire que l'on peut supposer les deux forces perpendiculaires 
à la droite aux extrémités de laquelle elles agissent, et c'est ce 
que nous supposerons toujours à l'avenir. La longueur de 
cette droite, perpendiculaire commune aux deux forces, s'ap- 
pelle le bras de levier du couple ; la valeur commune des deux 
forces s'appelle la force du couple : un couple de bras de 
levier CD et de force P sera représenté souvent, dans ce- qui 
suit, par le symbole (P.CD). 

D'après cela, un couple apparaît comme constitué de deux 
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éléments : le bras de levier et la force. Il parait naturel d'ad- 
mettre que son effet sur un corps dépend lui-même de ces 
deux éléments ; mais un examen plus attentif montre que cet 
effet dépend d'un troisième élément. Si l'on imagine, en effet, 
qu'un observateur soit debout sur le plan du couple, par rap- 
port à cet observateur, les deux forces du couple tendent k 
faire tourner le corps auquel elles sont appliquées soit dé 
droite à gauche, soit de gauche à droite. Ce sens de rotation 
sera appelé le sens de rotation du couple ou, plus brièvement, 
le sens du couple. 

Ainsi, il y a trois éléments constitutifs d'un couple : la 
force, le bras de levier et le sens. Nous verrons bientôt qiie 
deux couples situés dans le même plan ou dans des plans 
parallèles et qui sont constitués des mêmes éléments, peu- 
vent être remplacés l'un par l'autre, autrement dit, sont équi- 
valents. 

44. Couple nul. — 11 n'existe pas de couple si la force du 
couple est nulle ; les deux forces du couple se font équilibre 
si te bras de levier est nul : on peut donc dire qu'un couple 
est )îw/ soit quand la force est nulle, soit quand le bras de 
levier est nul. Il est naturel, d'après cela, de dire qu'un couple 
tend vers zéro quand l'un quelconque de ces deux éléments 
ou tous les deux tendent vers zéro. 

43. Un couple n'a pas de résullanle. — L'utilité de l'intro- 
duction des couples résulte de ce qu'un couple n'a pas de résul- 
tante. On peut regarder cette proposition comme un résultat 
de l'expérience ; mais voici comment on peut l'établir : 

Considérons un couple PABQ et imaginons qu'on le fasse 
tourner de 180° autour de la perpendiculaire au plan du cou- 
ple, menée par le milieu du bras de levier : le couple n'est 
pas changé. Par conséquent, s'il existe une résultante, cette 
résultante n'est pas changée elle-même, ce qui exige qu'elle 
soit dirigée suivant l'axe autour duquel on a fait tourner. 
Mais comme l'on peut transporter le point d'application de 
chacune des forces P et Q en un point quelconque de sa 
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i d'action, on peut prendre pour axe de rotation une droite 
quelconque perpendiculaire au plan du 
couple et rencontrant la droite i/y' équidis- 
tante de P et de Q, Il en résulte que si un 
couple admet une résultante, il en admet 
une infinité, résultat contradictoire avec 
la proposition démontrée numéro 38 ; 
donc un couple n'a pas de résultante. 

Ajoutons aussi qu'un couple n'est pas 
en équilibre, en vertu du principe énoncé 
V" numéro 33. 

46. Théoi-ème 1. — On }wvf faire toiirnerun couple autour â^un 
point quelconque de son plan sans que l'état du corps, au point 
de vue (les forces qui agissent sur lui, soit changé. 

La démonstration de celte proposition repose sur les deux 
lemmes suivants : 

Lemme I. — Lorsque devx forces P et Q appliquées au même 
point matériel ne sont pas égales et opposées, elles ont une 
résultante. 

On voit d'abord que ces deux forces ne se font pas équi- 
libre (33) ; il en résulte qu'elles tendent à déplacer leur point 
d'application. Mais on peut empêcher le déplacement de ce 
point en lui appliquant une force R' convenablement choisie ; 
dès lors la force R, égale et opposée h W, peut remplacer les 
deux forces P et Q (31). 

Lemme IL — fin losange rigidu est en équilibre sous l'action 
de forces égales dirigées suivant ses côtés, et dont deux sont 
appliquées en un sommet et les deux autres ait sommet opposé. 

Considérons en effet un losange ABGD soumis à l'action de 
quatre forces égales : AB et AD, appliquées au point A ; CB et 
CD, appliquées au point C. Il est clair d'abord que la résul- 
tante R des deux premières est dirigée suivant AG; car si 
l'on fait tourner le système de ces deux forces de 180" autour 
de AC, il ne change pas, ce qui exige que la résultante 
coïncide avec l'axe de rotation. On voit de la même manière 
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quii la résultante R' des deux autres a la mûme ligne d'ac- 
tion AC. Nous allons montrer que R et R' sont 
égales et opposées. 

Pour cela, supposons qu'elles ne le soient 
pas et faisons tourner le système des quatre 
g forces de 180° autour de BD ; comme le sys- 
tème n'est pas changé, la résultante, qui existe 
et n'est autre que celle de R et de E', n'est pas 
changée non plus, ce qui exige qu'elle soit diri- 
gée suivant l'axe de rotation BD. Mais si R et R' 
no sont pas égales et opposées, celte résultante est dirigée 
suivant AC. Ces deux résultats étant contradictoires, il faut 
que R et R' soient égales et opposées, c'est-à-dire que le lo- 
sange soit en équilibre. 

Ajoutons que la propositionne cesse évidemment pas d'être 
vraie si l'on suppose que les forces AD et CD soient appliquées 
au point D, et que les forces AB et CB soient appliquées au 
point B. 

Ceia posé, la démonstration du théorème I ne présente plus 
aucune difficulté. Considérons en effet un couple PABQ, et 
faisons tourner ce couple 
autour d'un point quelcon- 
que de son plan, d'un 
angle quelconque m et dans 
le sens indiqué par la flè- 
che de la ligure ci-contre, 
de manière à l'amener en 
P'A'B'Q'. Je dis que le cou- 
ple P'A'B'Q' est équivalent 
au premier. Pour le prou- 
ver, j'applique au point A' 
les deux forces P' et Pi, 
égales et opposées et de 
mfime intensité que P ; au 
point B' j'applique de même les forces Qi et Q', égales et 
opposées et de même intensité que P ou que Q, ce qui 
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revient au même. L'élat du corps ne sera évidemment pas chan- 
gé et il est visible, sur la figure, que les lignes d'action de 
toutes ces forces étant prolongées, on obtient un losange af p3, 
car toutes les droites du plan du couple tournent de l'angle w 
autour du point 0. Si on applique alors les forces P et Pi au 
point 3, puis les forces Q et Qi au point p, on obtient un 
système de quatre forces en équilibre en vertu du lemme II ; 
il ne reste donc plus, en supprimant ces quatre forces, que le 
couple P'A'E'Q' ; donc ce couple est équivalent au couple 
PABQ, ce qui démontre la proposition. 

47. Corollaire I. — Deux forces égales, parallèles et de même 
sens, appliquées à un corps solide, ont une résultante de même 
sens qu'elles, égale à leur somme et appliquée au milieu de la 
droite qui joint leurs points d'application. 

On peut en effet supposer les deux forces considérées, P et 
Q, perpendiculaires sur la droite AB qui joint leurs points 
d'application. Tout revient alors h prouver que les deux forces 
p' Q' P' et Q', égales et de sens con- 

ÎT traire à P, appliquées au mi- 

lieu C de AB, font équilibre aux 
I c ~ I <^^us forces P et Q. Or, cela de- 

vient évident si l'on fait tourner 
P* VQ le couple (Q.BC) de 180" autour 

du point C, de manière à amener B en A ; car, après cette 
rotation, Q et P d'une part, Q' et P' de l'autre, se détruisent. 
Comme les deux forces P' et Q' ont une résultante égale à 
P' + Q', il suit de Ik que la force P -I- Q, égale et opposée 
à P' -H Q', peut remplacer les deux forces P et Q. 

48. Corollaire 11.^ Un couple peut être transporté parallè- 
lement à lui-même dans son plan oa dans tout plan parallèle. 

Soit en effet un couple (P.AB) et soit A'B' égale et parallèle 
à AB, de telle sorte que la figure ABA'B' soit un parallélo- 
gramme de centre 0. En A' appliquons deux forces F et P,, 
égales et opposées et de même intensité que P ; opérons 
de même en B' avec les deux forces Qi et Q*, de même 
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intensité que P, toutes ces forces étant d'ailleurs parallèles à 

P, comme la figure l'indique. Les 

P, y deux forces P et Q, ont une résul- 

J^A' J r' tante d'intensité 2P, appliquée en 

,/,hv^,-jQ V I 0; pareillement, Pi et Q ont une 

-:!—-' ''''X '' ^1 résultante appliquée au même 

i E point, de même intensité et de sens 

P contraire h la première. Donc ces 

quatre forces se font équilibre et on peut les supprimer ; il 

ne reste donc plus alors que le couple (P'.A'B'), c'est-à-dire le 

couple (P.AB) transporté parallèlement à lui-même. 

49. Corollaire III, — On peut déplacef un couple à volonté 
dans son plan ou dans tout plan parallèle. 

Car tout déplacement de cette nature peut être obtenu soit 
par une rotation, soit par une translation, soit par ces deux 
opérations effectuées successivement. 

30. Remarque. ^ Dans les propositions qui suivent, nous ne 
considérerons que des couples situés dans le même plan ou 
dans des plans parallèles. 

51. Égalité de deux couples. — Deux couples sont égattx, 
par définition, quand on peut les amener à coïncider, sans que 
l'état du corps auquel ils sont appliqués soit changé. 

52. Tliéorème H. — Lorsque deux couples siluésdans le même 
plan ou dans des plans parallèles ont le même sens de rotation, 
des forces égales et des bras de levier égaux, ils sont égaux. 

En effet, en vertu du corollaire III on peut faire coïncider 
ces deux couples sans que l'état du corps soit changé. 

33. Somme de deux couples. — Considérons deux couples 
situés dans le même plan ou dans deux plans parallèles et ayant 
même sens de rotation. 

1° Si ces deux couples ont des forces égales, nous appellerons 
somme de ces couples un autre couple ayant même sens de 
rotation, même force et un bras de levier égal à la somme 
des deux bras de levier. 
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2° Si les ficus couples ont des bras de levier égaux, leur 
p p somme sera, par définition, un couple 

il de même sens de rotation, de même 
1 bras de levier et avant pour force la 
CD ■! t 
somme des deux forces, 
r p Nous écrirons dans le premier cas 
(P.AB) + {1\CD) = (P.ABh-CD); 
et dans le deuxième, 

(P.AB) + (Q,AB) = (P+Q.AB). 
Pour Justifier la première de ces deux définitions, il suffit de 
remarquer que les deux couples considérés (P. AB) et (P. CD) 
peiivent toujours être amenés à occu- 
P» per la position indiquée par la pre- 
mière des deux figures ci-contre ; et 
alors il est visible :qu'ils peuvent être 
remplacés par le couple unique deforce 
P et de bras de levier AD = AB + CD. 
Pour justifier de même la deuxième, 
il suffit de remarquer que les deux 
couples considérés peuvent être ame- 
nés à occuper la position indiquée par 
la deuxième figure; et alors il est visible qu'ils peuvent être 
remplacés par le couple unique dont la force est P -i- Q et 
le bras de levier AB, 

Ajoutons : 1° Que la définition de la somme de plusieurs 
couples ayant soitla même force, soit le même bras de levier, 
et ayant en outre le même sens de rotation, résulte de la dé- 
finition de la somme de deux couples ; 2» Que, comme dans 
toutes les questions analogues, la définition de la différence 
de deux couples est une conséquence de celle de la somme, 
de même d'ailleurs que la définition d'un couple plus grand 
ou plus petit qu'un autre. 

54, Multiples et sous-multlples d'un couple. — En vertu de 
la définition de la somme de plusieurs couples ayant le même 
sens de rotation, un multijjle du couple (P.AB) sera défini par 
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l'un OU Taulre des deux, symboles (P,mA,B), (mP.AB), m dési- 
gnant un nombre entier; de sorte qu'on pourra écrire les 
égalités symboliques 

(P.mAB) = (mP.AB) = m(P.AB). 
Pareillemeot, un sous-multiple du couple (P.AB) sera àèfmi 
par l'un ou l'autre des deux symboles (P- — ^U (— ■ABj; 
de sorte qu'on pourra écrire les égalités symboliques 
AB\ 



(-")-(: 



-. AB = -(P.AB). 



SS. Mesure des couples. — Mesurer un couple, c'esl le com- 
parer à un autre couple pris pour unité. La mesure des couples 
résulte des définitions qui précèdent et des théorèmes qui 
suivent. 

36. Rapport de deux couples. — La déflnition du rapport de 
deux couples est identique à la définition du rapport de deu-t 
grandeurs quelconques de même espèce. 

S7. Théorème III, — Lorsque deux couples situés dans le 
même plan ou dans des plans parallèles ont le même sens de 
rotation et la même force, leur rapport est égal à celui de leurs 
bras de levier. 

Soient (P,AB) et (P. CD) les deux couples considérés. Nous 
examinerons deux cas suivant que les deux bras de levier ont 
ou n'ont pas de commune mesure. 

Supposons d'abord qu'ils aient une commune mesure l, 
contenue par exemple 3 fois dans 
, P AB et 4 fois dans CD, de telle sorte 

A y que AB = Zl et CD = U. Con- 

I o sidérons le couple (P./) dont la 

""p ,P force est P, le bras de levier /, et le 

C sens de rotation !e même que celui 

^D des deux couples donnés. On a 
'p évidemment 

(P.AB) = 3(P./), 
(P. CD= 4(P.O, 
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(P . AB) _ 3 _ 
(P. CD) ~ 1' 



mais on a. aussi 



donc 



CD 4 ' 
{P.AB) _ AB 
(P. CD) ^ CD" 

Supposons niaintenyiil que les ilnux bras de levier n'aient 
pas de commune mesure ; leur rapport est alors incommen- 
surable, et il en est de même de celui des deus couples. Pour 
prouver dans ce cas l'égalité des deux rapports, on prouve, 
comme dans toutes les questions du même genre, que leurs 

1 
valeurs approchées à — près sont égales, quel que soit p. 

58. Tliéorème IV. — Lorsque deux couples, situés dans le même 
}ilan ou dans deux plans parallèles, ont le même sens de rotation 
et le même bras de levier, leur rapport est égal à celui de leurs 
forces. 

La démonstration de cette proposition est identique, au 
fond, à celle du théorème précédent ; il n'y a qu'à substituer 
les forces aux bras de levier, et inversement. 

59. Corollaires. — 1° Lorsque deux couples, situés dans le 
même plan ou dans des plans parallèles, ont le même sens de 
rotation, leur rapport est égal ait produit du rapport des forces 
par le rapport des bras de levier. 

La démonstration est la même que celle que l'on donne en 
géométrie élémentaire pour prouver que le rapport des aires 
de deux rectangles est égal au produit du rapport des bases 
par le rapport des hauteurs. 
Comme en géométrie élémentaire aussi on prouve : 
2° Que si l'on prend pour unité de couple celui dont la force 
est égale à l'unité de force et dont le bras de levier est égal à 
l'unité de longueur, le nombre qui mesure un couple est égal au 
produit du nombre qui mesure la force par le nombre qui mesure 
le bras de levier. 
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Nous dirons plus brièvement que la mesure d'un couple est 
égale au produit de la force par ie bras de levier, 

60. Moment d'un couple. — On appelle moment d'un couple 
le produit du nombre qui mesure la force par le nombre qui 
mesure le bras de levier. Le moment d'un couple exprime en 
^ quelque sorte la mesure de l'action du 

couple. 
Considérons la figure géométrique 

^ formée par le bras de levier et les 

forces d'un couple, et supposons que 
la longueur choisie pour représenter 
l'unité de force soit égaie à l'unité de 
longueur. Si alors on construit le parallélogramme dont deux 
côtés opposés sont les forces du couple et dont une diagonale 
est le bras de levier, on voit que le moment du couple est 
exprimé par le même nombre que l'aire de ce parallélogramme. 

61. Corollaire. — Denx couples de même moment et du même 
sens de rotation, situés dans le mêmn plan ou dans des plans 
parallèles, sont équivalents. 

62. Théorème V. — Un couple quelconque peut être remplacé 
par vn autre dont le bras de levier soit donné à l'avance. 

Soient, en effet, a le nombre qui mesure le bras de levier, 
P le nombre qui mesure la force et a: un nombre quelconque ; 
on a identiquement 

- = (?)- 

Si donc on considère le couple dont le bras de levier est x 
et dont la force est — > ce couple est équivalent au proposé, 
puisque son moment est égal à celui du premier. 

63. Corollaire. — Lorsque deux couples, situés dans le même 
plan ou dans deux j^lans parallèles, ont des moments égaux et 
des sens de rotation contraires, Us se font équilibre. 

En effet, on peut remplacer ces deux couples par deux 
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autres respectivement équivalents et ayant des bras de levier 
égaux ; les moments étant égaux, les 
intensités des deux forces seront les 
mêmes. Mais alors si les sens de rota- 
tion sont contraires et si PABQ est le 
premier couple, on peut amener le 
second en P'ABQ', et il est visible, 

dans ces conditions, qu'ils se font équilibre. 
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COMPOSITION DES FORCES APPLIQUÉES A UN POINT MATÉRIEL 



64. Rèflle du parallélogramme des forces. — Théorème. — 

La résultante de deux forces appliquées au même point et dans 
deux directions différentes est égale en grandeur, direction et sens 
à la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux forces. 
Soient OA et OB les deux forces appliquées au même 
point et soit OC la diagonale du parallélogramme construit 
sur ces deux forces. Prouvons d'abord que la résultante de ces 
deux forces est dirigée suivant OC. Pour cela, remarquons que 
l'état du corps, dont on peut toujours suppo- 
ser que le point fasse partie, ne change pas 
si l'on applique au point C deux forces CM 
et CB de même intensité que OA, puis deux 
forces CB' et CA de même intensité que 
OB , Mais les deux forces OA et CB définissent 
un couple dont le moment est représenté 
par l'aire du parallélogramme OACB ; de 
même OB et CA. définissent un couple de 
même moment ; d'ailleurs ces- deux couples 
sont évidemment de sens contraire; donc ils 
se font équilibre et on peut supprimer les 
,' \ quatre forces OA, OB, CA, CB. Il ne reste 

^ \ plus alors que les forces CA' et CB' appli- 

quées au point C, ce qui montre que la ré- 
sultante des deux forces OA et OB peut être elle-même appli- 
quée au point C ; mais le point d'application d'une force ne 
peut être transporté qu'en un point de la direction de cette 
force (36) ; donc la diagonale OC est la direction de la résul- 
tante. 

Prouvons maintenant que celle rcsullanlc est rcprcaentée 
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par la diagonale OC, en grandeur et sens. Pour cela, prolon- 
geons OC d'une longueur OD — OC et considérons les 
trois forces OA, OB, OD: tout revient évidemment à prouver 
que ces trois forces se font équilibre. Supposons alors qu'elles 
ne se fassent pas équilibre : elles auront une résultante de 
direction bien définie (38). Mais cette résultante passe par 
le point C, car les deux forces OA et OB peuvent être trans- 
portées parallèlement à elles-mêmes au point C et, d'autre 
part, le point d'application de OD peut aussi être transporté 
en un point C de la direction de cette force. Or, si l'on pro- 
longe OA d'une longueur OE = OA, puis OB d'une lon- 
gueur OF = OB, comme OE et OF senties diagonales des 
parallélogrammes construits respectivement sur OB et OD, 
sur OA et OD, le même raisonnement prouve que cette résul- 
tante de direction bien définie devrait passer aussi par E et 
par F, ce qui est évidemment impossible. Donc les trois for- 
ces OA, OB, OD se font équilibre et, par suite, la force OC, 
égale et opposée à OD, pcul remplacer les deux forces OA et 
OB (31). 

63. BBiUBQUE. — La règle de composition,de deux forces, 
fournie par la proposition qui vient d'être démontrée, s'appelle 
la règle du parallélogramme des forces. 

66. CoPotlafpeB. — 1° Le carré de la résultante de deux forces 
est égal à la Somme des carrés des composantes, augmentée du 
double produit de ces forces par le cosinus de l'angle formé par 
■ leurs directions. 
Posons 

OA := P, OB = Q, OG-R; 

il s'agit de prouver que l'on a 

R^ =^ P= + Q' -t- 2PQ ces AOB. 
On a en effet, dans le triangle AOC, 

Ôg' = ÔÂ' H- ÂC' — 2AC . OA cos OAC, 
et, en remaniuant que cos AOC — — cos AOB, il vient 
(1) R^ = P^-+-Q^-|-2PQcos AOB. 
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On retrouve la résultante de deux forces agissant suivant la 
même droite en supposant que AOB est égal à zéro ou à 
ISO", car, dans le premier cas, cos AOB — I, et par suite 

R^ = (P + Qf, 
d'où R=:P + Q. 

De mémo, dans le second cas, cos AOB =: — 1 ; par suite 

ai P > û, on a 

R^ = (P-Q,% 
d'où R = P — Q. 

2" Si R est la résultante de deux forces P et Q, chacune de ces 
trois forces est proportionnelle au sinus de l'angle foi'mé par les 
deux autres. 

On a en effet, dans le triangle OAC, 

OA _ AC _ OC ^ 
sin OCA ■' sin AOC ~ sin OAC ' 
on en iléduit 

m P Q _ H 

^ ' sin (Q, R) " ' sin (U, P) sin (P, Q) 

67. Cas particulier. — Supposons les deux forces P et Q 
^ n rectangulaires et appelons » l'angle de la 
/i ~~^^ force P avec la résultante R. On a imniédia- 

^^ I temcnl. P = R cos a, 

U:iï* =J Q = R sin a, 

t> P P^ -^- Q^ ^ R^ 

On en déduit 

P .0,0 

cos.==-, sma=-. tg^= p. 

forniulûs (|ui permettent de calculer P et en fonction de R 
et de a, ou inversement. 

68. Décomposition d'une force en deux autres. — Au point de 
me géométrique, comme an point de vue analytique, cela re- 
vient à construire ou îi résoudre le triangle OAC, connaissant 
un côté OG et deux autres éléments. On a donc les cas classi- 
<]ues de construction ou de résolution des triangles et les dis- 
cussions correspondantes. 

69. Composition d'un nombro quelconque do forces appli- 
quées au même poinl. — Tbéorème. — La résultante de plu- 
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égal et parallèle à OB et d 
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sieurs forces appliquées au même point est représentée en gran- 
deur, direction et sens, par la somme géométrique des vecteurs 
qui représentent ces forces. 

Considérons par exemple qua- 
tre forces OA, OB, OC, CD. 
Pour obtenir leur résultante, 
nous déterminons d'abord la ré- 
sultante OB' des deux forces OA 
fit OB, en construisant le parallé- 
logramme OAB'B ou, ce qui re- 
vient au même, en menant AB' 
e même sens que lui ; puis la résul- 
tante OC de OB' et de OC en menant B'C égal et parallèle à 
OC et de même sens que lui ; et ainsi de suite. Ces constrac- 
tions sont identiques à celles qui donnent la somme géomé- 
trique des vecteurs OA, OB, OC, OD ; d'oi!i résulte la propo- 
sition. 

70. Reharoue. — Larègledecompositiondé plusieurs forces 
fournie par le théorème précédent porte le nom de règle du 
polygone des forces. 

71. Corollaires, ^ La résultante étant uuiqno, est indépen- 
dante de l'ordre de composition ; donc pour obtenir la somme 
géométrique de plusieurs vecteurs, on peut intenertir à volonté 
l'ordre des opérations. 

On voit de même qu'wHe somme géométrique de vecteurs ne 
change pas quand on remplace deux ou plusieurs vecteurs par 
leur somme géométrique, ou inversement. 

72. l'ai-allélépipède des forces. — Considérons en particu- 

lier trois forces OA, OB, OC formant 
un trièdre et construisons le parallélépi- 
pède dont OA, OB, OC sont les arêtes. 
Dans ce parallélépipède l'arête AD est 
égale et parallèle à OB ; de même DR est 
égale et parallèle à OC. Donc, larésuUante 
de trois forces formant un trièdre est ladia- 
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gonale du parallélépipède construit sur ces trois forces. De là le 
nom de parallélépipède des forces. 

73. Dëcoiaposillon d'une force en trois autres dirigées siii' 
vaut les arêtes d'an trièdre. — Cela revient à construire un 
parallélépipède connaissant la diagonale et les directions des 
arêtes. En se reportant à la ligure précédente, on voit sans 
difficulté que les composantes cherchées sont respectivement 
égales aux projections de la diagonale sur chacune des arêtes, 
parallèlement au plan des deux autres, 

74. Application de cette dâcomposltion à la d été i-mi nation 
de la résultante. — Nous venons "de ^■oir qu'une force quel- 
conque, F, peut être décomposée en trois autres, dirigées 
suivant les arêtes d'un trièdre ayant pour sommet le point 
d'application. Inversement, connaissant ces trois composantes, 
on en déduit la force F en appliquant la règle du parallélépi- 
pède des forces. 

Considérons alors des forces en nombre quelconque, Fj, 
Fs, . . . , F,„ appliquées en un même point 0. Menons par ce 
point trois droites quelconques formant un trièdre, et décom- 
posons chaque force, d'après la règle 
du parallélépipède des forces, en trois 
autres dirigées respectivement suivant 
les arêtes de ce trièdre. Toutes celles de 
ces forces dont la ligne d'action est Ox 
ont une résultante X ayant la même 
ligne d'action ; celles dont la ligne 
d'action est 0'/ ont une résultante Y : 
ot enfin celles dont la ligne d'action est Oa ont une résul- 
tante Z. 

La résultante du système de forces considérées est la même 
que celle des trois forces X, Y, Z et s'obtient d'après la régie 
du parallélépipède des forces. 

Sur chacune des arêtes du trièdre, fixons un sens poSitif et 
un sens négatif, et convenons d'affecter du signe -H les inten- 
sités des forces dont le sens est le sens positif de leur ligne 
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d'action, du signe — les intensités des autres. Si l'on appelle 
alors Xj, Yf, Z( les composantes de la force Fi, X, Y, Z, 
comme plus haut, celles de la résultante, on a (40) 

X = X, + XjH hX„ = SX;, 

Y= Y,-t-Yi+----H Y„==i;Yi, 

Z = Z,--[-ZîH h Z„ = SZ,-. 

Lorsque les forces Fi, Fî, . . . , F„ sont dans le même 
plan, on peut prendre les axes Ox et Oy dans ce plan ; alors 
toutes les composantes suivant Os sont nulles, et les formules 
précédentes deviennent X ^= SX;, 
Y = 2Y;. 
Quant à la composante 2, elle est nulle et la résultante du 
système s'obtient en composant X et Y, d'après la règle du 
parallélogramme des forces. 

73 . Projections de la résultante sur un axe. — Ces diverses 
relations peuvent être obtenues beaucoup plus rapidement par 
l'emploi du théorème suivant : 

La projection sur un axe quelconque, parallèlement à un plan 

quelconque, de la résultante d'un système de forces appliquées 

au même 2yoinl est égale à la somme 

algébrique des 2:irûjections des cowr- 

posanles. 

Considérons en effet un système 
de forces Fi, Fa, . . . , F^, appli- 
quées au même point 0, et cons- 
truisons leur résultante R, d'après 
"' la règle du polygone des forces ; 

puis imaginons que l'on projette le contour OFiRaRjRjR et 
sa résultante OR sur un axe quelconque et dans un système de 
projections quelconque. 
On a vu [17, 3") que 

pr. OR = pr, OF, + pr. F,R2+-- + pr. R^R ; 
mais on a pr. OF, = pr. F,, 

pr. F,R> = pr, P^, 




donc pr. OR — pr. Fi-i-pr. F^h h pr, F^. 
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Cela posé, nous avons vu (73) que si l'on décompose une 
force suivant les arêtes d'un trièdre, 
l'une quelconque des composantes est 
la projection de la force sur l'arête 
correspondante, parallÈlement au plan 
des deux autres arêtes. Si donc on ap- 
pelle R la résultante d'un système de 
forces F„ Fa, . . . , F,,, et si l'on 
conserve les notations du numéro pré- 
1 projetant sur l'axe ic'a;, 
X = pr, R, X, = pr. F; ; 

et l'on aurait des expressions analogues en projetant sur les 
deux autres axes , j/'y et s'a. 

I! en résulte, en appliquant le théorème que nous venons de 
démontrer, 

X = SX,-, 
Y - SY„ 

Z = SZ;. 

Ces formules se réduisent d'ailleurs aux deux premières 
quand toutes les forces sont situées dans le même plan et que 
l'on projette sur deux axes situés dans ce plan. On retrouve 
ainsi les résultats du numéro précédent. 

76. Détermination analytique de la résultante. — Propo- 
sons-nous, d'après cela, de calculer les éléments qui déftnis- 
senl la résultante R d'un système de forces F,, Fj, . . . , F„, 
appliquées au même point 0. A cet 
effet, imaginons que l'on ait mené par 
le point trois axes formant un triè- 
dre trirectangle, et fixons un sens po- 
sitif et un sens négatif sur chacun 
d'eux. Appelons X, Y, Z les projec- 
A tions orthogonales de la résultante sur 

ces trois axes respectifs, a, p, f les 
angles qu'elle fait respectivement avec Oa;, Oy et Os. Appe- 
lons enfin X,-, Y;, Z;, «;, pj, y; les éléments analogues à 



y Google 



42 STATIQUE 

X, Y, Z, a, p, Y, relatifs ii l'une quelconque des forces, à la 
force F; par exemple. On a évidemment (73) 

X; = F; COS Ki, 

X = R COS a, 
et des expressions analogues pour Y; et Z; d'une part, Y et Z 
de l'autre. On en conchrt, en vertu du théorème démontré 
plus haut (7S}, 

X = SXi ^ SFi COS =;,, 

Y = SYi ^ 2F, COS p;, 
Z = S2; = SF.- COS 11. 
Les composantes X, Y, Z de la résultante étant ainsi défi- 
nies, des relations 

X = R COS a, Y = R COS p, Z = R cos v, 

on déduit successivement 

R^ = x^ + Y' + Z= 

.1 cos.=:^, cosp = |. <^os, = |. 

Ces formules définissent l'intensité de la résultante et les 
angles qu'eRe fait avec les axes. On peut en réduire le nombre 
quand les forces sont situées dans le même plan ; il suflît de 
supposer pour cela que les deux axes Ox et Oi/ soient situés 
dans ce plan. En remarquant alors que Pi = „ — '/^ qne 

p = ^ — ^ cl enfin que Z = Zf — 0, on obtient 

X = SF; COS Ki, 



sm a = 7; 1 
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CHAPITRE IV 

ÉQUILIBRE D'DN POINT MATÉRIEL 

77. Point maléviel libre ou gôné. — On dit ciu'un iioiiit ma- 
tériel est libre quand il peut se déplacer dans toutes les direc- 
tions de l'espace ; on dit qu'il est r/êné dans ie cas contraire. Un 
point matériel assujetti à rester sur une ligne ou sur une sur- 
face est un point gêné. 

Quand un point matériel est assujetti à rester sur une ligne 
ou sur une surface, on admet qu'il exerce une certaine action et 
qu'il éprouve, de la part de la ligne ou de la surface, une réac- 
tion égale et opposée. C'est en cela que consiste le principe de 
l'égalité de l'action et de la réaction, énoncé par Newton. Si le 
déplacement du point sur la ligne ou sur la surface peut s'ef- 
fectuer sans frottement, on admet que l'action et la réaction 
sont normales, soit à la ligne, soit âlasurface, suivant les cas; 
de sorte qu'on peut faire abstraction, soit de la ligne, soit de 
la surface, et considérer le point comme libre, à condition de 
lui appliquer une force N convenablement choisie et égale h 
la réaction normale. La force égale et opposée à N est lapres- 
sion du point sur la ligne ou sur la surface. 

Pour trouver les conditions d'équilibre d'un point matériel, 
nous aurons donc trois cas à examiner, suivant que le point 
est libre, assujetti à rester sur une surface, ou assujetti à rester 
sur une ligne. 

78. Équilibre d'un point malëriel libre, — Pour qu'un point 
matériel libre soit en équilibre, il faut évidemment et il suffît 
que la résultante de toutes les forces qui agissent sur ce point 
soit nulle. Si donc on compose toutes ces forces d'après la 
régie du polygone des forces, pour que le point soit en équi- 
libre, il faut et il suffit que le polygone des forces soit fermé. 

Quant aux expressions analytiques de cette condition, elles 
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résultent des propositions suivantes, dont on trouvera l<i dé- 
monstration dans tous les cours de trigonométrie : 

1" Pour qu'une ligne polygonale gauche soit fermée, il faut et 
il suffit que les projections de cette ligne sur les arêtes d'un triê- 
dre soient nulles ; 

2° Pour qu'une ligne polygonale plane soit fermée, il faut et il 
suffit que ses projections sur deux axes quelconques menés dans 
son plan et qui se coupent, soient nulles. 

D'après cela, supposons d'abord que les forces Fi, F|, ..., F„ 
appliquées au point matériel soient situées d'une manière quel- 
conque dans l'espace, et projetons sur trois axes x'x, y'y, z'z, 
rectangulaires ou non, mais formant un trièdre. En appelant 
Xj, Y,-, 2i les projections respectives de la force F;, les condi- 
tions d'équilibre seront 

SX; = 0, SYi = 0, SZj^O. 

Supposons en second lieu que les forces soient dans le môme 
plan et projetons sur deux axes Ox et 0»/ de ce plan. En con- 
servant les mêmes notations, nous n'aurons plus que deux 
conditions d'équilibre 

SX,- = el SY, = 0. 

79. Équilibre d'un point malérlel plucê sui- une surlace. — 

Géométriquement, on voit que pour qu'un point soit en équili- 
bre sur une surface, il faut et il suffit que la résultante des forces 
qui agissent sur ce point soit normale à la Surface. 

C'est suffisant, car si elle est normale à la surface, elle est 
égale à la pression du point sur la surface et est détruite par la 
réaction ou résistance. 
C'est nécessaire, car si elle n'est pas normale, elle peut ûtre 
décomposée en deux autres, F, et Fa, l'une, 
F,, normale h. la surface et l'autre, F^, tan- 
gente. La première, égale à la pression, 
est détruite par la résistance de la surface, et 
la deuxième entraînerait le point, qui ne se- 
rait par suite pas en équilibre. 
Pour exprimer analytiquement ces conditions, on projette les 
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forces appliquées au point sur deux droites rectangulaires, me- 
nées parle point dans le plan tangent à la surface; puis on 
exprime que la somme algébrique des projections sur chacune 
de ces droites est null'e. On obtient ainsi deux équations pour 
définir la position d'équilibre. 

Pour évaluer la pression, on fait la somme algébrique des 
projections des forces sur la normale à la surface, menée par 
le point qui correspond à la position d'équilibre. La réaction 
est égale et opposée à l'action. 

80. Remarque. — Au lieu d'opérer ainsi, on peut encore, 
pour trouver les positions d'équilibre et la pression, appliquer 
au point, etenoutredesforces qui agissent sur lui, une force N, 
nonnale à la surface et égale à la réaction, inconnue d'ailleurs ; 
puis traiter ce point comme un point matériel libre et projeter 
toutes ces forces, y compris S, sur trois axes rectangulaires 
quelconques. On aurait ainsi trois équations dont deux pour 
définir les positions d'équilibre et la troisième pour détermi- 
ner N. Cette méthode est généralement moins avantageuse 
que la première, et se ramène à la première si les trois axes 
sont constitués par deux tangentes et la normale à la surface 
menée par le point qui correspond à la position d'équilibre, 

81. Équllibi^ d'un point matériel placé sur une ligne. — On 

voit, comme pour les surfaces, que la résultante des forces qui 
agissent sur le point doit être nonnale à la ligne, c'est-à-dire 
perpendiculaire à la tangente. La valeur de cette résultante est 
encore la pression du point sur la ligne, et la réaction ou ré- 
sistance de la ligne lui est égale et opposée. 

Pour exprimer analytiquement qu'il y a équilibre, on peut, 
comme pour les surfaces, opérer de deux manières : Ou bien 
projeter sur la tangente les forces qui agissent sur le point et 
exprimer que la somme algébrique des projections est nulle, 
ce qui définit la position d'équilibre ; puis projeter sur deux 
axes menés par le point dans le plan normal, ce qui définit la 
pression et par suite la réaction. Ou bien traiter le point comme 
un point matériel libre, enlui appliquant une force N égale à 
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]a réaction, et dont la grandeur ainsi que la direction sont dé- 
terminées ultérieurement par les équations d'équilibre. 
Nous allons donner une application. 

Si. Application à du exemple ; équilibre stable ou instable. 

— Un point matériel pesant, de poids p, est assujetti à rester sur 
un cercle vertical OA et est repoussé par le point A proportion- 
nellement à la distance ; trouver les positions d'équilibre. 

Soit M une position d'équilibre. Prenons comme inconnue 
l'angle A'OM = x, compté 
positivement dans le sens de 
A' vers M, et prenons comme 
sens positif sur la tangente en 
M le sens des arcs positifs. Le 
point M est soumis à l'action 
de trois forces : son poids p, 
dirigé suivant la verticale ; la 
répulsion du point A, dirigée 
suivant AM et que nous repré- 
senterons par [i..\M ; el enfin la réaction du cercle, dirigée 
vers le centre. Nous obtiendrons la condition de l'équilibre, 
c'est-à-dire par suite la position d'équilibre en écrivant que la 
somme algébrique des projections de ces trois forces sur la 
tangente en M est nulle. Si l'on appelle F cette somme, 
comptée positivement dans le sens des arcs positifs, on ob- 
tient facilement 

(i) F =:: p cos X — (aR sin X, 

Il désignant le rayon du cercle. La position d'équilibre sera 
donc définie par l'équation 

p cos X — i^R sin a; ~ 0, 
d"où l'on tire tg x = -^- 

II y a deux valeurs de x comprises entre et Stt satisfai- 
sant à cette équation, et si l'on appelle a la plus petite, com- 
prise entre et -, l'autre est r.-\-i; il en résulte qu'il y a 
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deux positions d'équilibre M et j\r diamétralement opposées. 
Supposons que le point matériel soit abandonné à lui-même 
en n'importe quel point du cercle ; la force tangentielle qui 
produit le mouvement est donnée par l'équation (1) et peut 
être exprimée par l'une quelconque des égalités 

(2) F = [iR cos 3:{tg a — tg x], 

(3) F = ^îl cos 4tg (it + a) — tg x] . 

Supposons alors en premier lieu que le point matériel soit 
très voisin du point M, c'esf^ïi-dire que a soit très voisin de a ; 
l'équation (2) montre que si x est inférieur à a, F est posi- 
tive, tandis que si x est supérieur à a, F est négative. Il en 
résulte que si l'on écarte le point matériel de sa position d'é- 
quilibre M, correspondant à l'angle a, la force F tend à l'y 
ramener. Pour cette raison on dit que M est une position d'i':- 
quilibre stable. 

Supposons en second lieu que œ soit très voisin de t:-\-u, 
c'est-à-dire que l'on écarte le point matériel de sa position 
d'équilibre M' correspondant h l'angle m-i-a. Comme le 
premier facteur de l'équation (3) est alors négatif, on voit que 
la force F est positive ou négative suivant que x est supérieur 
ou inférieur à n 4- n ; il en résulte que dans ce cas la force 
F tend à éloigner le point de sa position d'équilibre quand on 
l'en écarte légèrement ; on dit alors que M' estime position 
(^équilibre instable. 

Il nous reste à calculer la réaction du cercle ou, ce qui re- 
vient au même, la pression du point sur !e cercle, pression qui 
est égale et contraire à la réaction. Calculons la réaction N 
comptée positivement vers le centre du cercle. Pour cela, pro- 
jetons les trois forces N, p et ^.AM sur le rayon MO ; il vient, 
en exprimant que la somme algébrique des projections est 
nulle, 

N ~p sin X ~ 2,LiR cos^ | = 0. 

équation dans laquelle x est dcfuii par la relation trouvée 
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^ilus imul : 

On en conclul, successivement 

>" = p sin X -+- 2(iR cos^ - 

et H = i<R it v'pM^Vft^i 

le signe h- convenant au point M et le signe — au point 1 
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COMPOSITION D'UN SYSTÈME DE FORCES PAR4LLÈLES 
APPLIQUÉES A UN CORPS SOLIDE; CONDITIONS D'ÉQUILIBRE 

83. ComposUiou âe deux forces parallèles et de même sens. 
— Théopème. — La résultante de deux forces parallèles et de 
même sens, appliquées en deux points A e( B d'un corps solide, 
est une force parallèle et de même sens qu'elles, égale â leur 
somme, et son jJoint d'application C, situéentre AeiB, partaf/e 
la ligne AB dans le rapport inverse des forces. 

Soient P et Q les deux forces et soit C le iioint de AB, si- 
tué entre A et B, et te! que l'on ait 
AC ^ Q 
CB l' ' 
ou, Cû qui revient au miMne, 
(1) ACXP-^CBXQ. 

Supposons 1(! point G invariablement lié aux deux points 
p, A et B, puis appliquons en ce point les 

forées P' et Q' respectivement égales et de 
,Q sens contraires ii P et à Q. Ces deux for- 

-^ ces ont une résultante égale à F+Q' 
/(;•-. ^ ~| ou à P + Q et de sens contraire à P et 
^■"-i à Q ; le théorème sera démontré si l'on 
^ prouve qu'elles font équilibre à P et à Q. 
Or, les deux forces P et P' définissent 
un couple dont 1g moment est égal à l'aire du parallélogramme 
PCP'A, c'est-à-dire au double de l'aire du triangle PAC ; de 
même Q et Q' définissent un couple dont le moment est égal 
au double de l'aire du triangle QBC. Tout revient évidemment 
à prouver que ces deux couples se font équilibre ; mais ils 
sont de sens contraires, donc tout revient à prouver que leurs 
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moments sont égaux, c'est-à-dire que les triangles QBC et 
PAG sont équivalents. Mais les angles A et B de ces trian- 
gles étant supplémentaires, on sait que l'on a 
aire PAG AC X AP _ A€ X P 
aire QBG ~ BG X BQ ^ BC X Q' 
Or, le dernier rapport estégal à l'unité en vertu de l'égalité(l) ; 
donc les deux triangles sont équivalents, et le théorème est 
démontré , 

8i. Corollaire. — Si R. est la résultante des deux forces P et 
Q, chacune des trois forces P, Q, R est proportionnelle à la dis- 
tance des points d'application des deux autres. 

De l'égalité (I) on tire en effet 

P Q _ P+Q 



- RC = AB, 



85. Décomposition d'une iorce en deux auti-es paralLèles et 
de même sens. — Les formules (2) permettent de décompo- 
ser une force R en deux autres parallèles et de même sens. 
Supposons en particulier que l'on veuille décomposer la force 
R, appliquée en C, en deux autres dont l'une, P, soit connue, 
ainsi que son point d'application A. On a alors 

Q = R— P, 
et les deux [irevnierH rapports (2) donnent 



égalité qui définit la posiLion du point d'applicalion B do la 
force Q. 

86. Coinposilion de deux forces parallèles et de sens con- 
traires. — Théorème. — La risultunle de deux forces parallèles 
et de sens contraires, appliquées en deux points A e( B d'un 
corps solide, est une force parallèle aux deux premières, égale à 
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leur différence, de même sens que la plus grande, et dont le point 
d'application C, situé sur la droite AB prolongée, partage cette 
droite dans le rapport inverse des forces. 

Soient P et Q les deux forces qu'il s'agit de composer. Ces 
deux forces n'ont pas la même intensité, sans cela elles se- 
raient en équilibre ou formeraient un cou- 
J pie suivant que AB serait ou ne serait pas 
leur ligne d'action ; par suite il n'y aurait 
pas Heu d'en chercher la résultante. Sup- 



' la force P en deux autres de même 
sens dont l'une, Q', soit de même inten- 
sité que Q et appliquée au point B ; alors 

' — Q, sera appliquée en un point Ç tel 



l'autre, égale 
(S-îj que 

(3) 



AC 



= AB X j] 



Mais les deux forces Q el Q* se faisant évidemment équili- 
bre, on peut les supprimer et il ne reste plus que la force 
P~Q, qui satisfait bien à toutes les conditions énoncées 
plus haut. En effet : 

1° Elle est parallèle à P et de même sens qu'elle ; 

2° Son point d'application, C, est sur le prolongement de 
AB; 

3° De l'égalité (3) on déduit les égalités 

-Q _ P 






AB 



■ BC 



qui expriment que le point C partage AB dans le rapport in- 
verse des forces, et, en outre, que chacune des trois forces est 
proportionnelle â la distance des points d'application des deux 
autres. 

87 , Rehaboue I , — Les deux théorèmes précédents peuvent 
être réunis en un seul, moyennant les deux conventions sui- 
' vantes : 

i" Sur une droite indéfinie parallèle aux deux forces fixons 
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un sens positif et un sens négatif ; puis convenons d'affecter 
du signe -i- l'intensité de ta force dirigée dans le sens positif 
et du signe — l'intensité de l'autre ; 

sitif ou négatif suivant que le point C est situé entre A et B 
ou sur le prolongement de la droite A,B. 

Grâce à ces deux conventions, la résultante R de deux 
forces parallèles, P et Q, est définie en grandeur et sens par 
réfination 

R, = P + Q, 

pourvu que P -i- Q ne suit pas nulle. 

Son point d'application est défini par l'égalité 

AC_ Q^ 
CB ~ P ■ 

Si l'on convient de plus de fixer un sens positif et un sens 

négatif sur la droite AB, on a dans lous les cas, en grandeur 

et en signe, 

— =-^ = — 
CB AG AB ' 

l'ordre des lettres qui figurent au dénominateur devaiil rt'ail.- 
leurs être respecté. 

La vérification de ces divers résultats n'offrant aucune diffi- 
culté, nous laisserons au lecteur le soin de la faire. 

88. Remarque II. — Il est clair, d'après cela, que le point 
d'application de la résultante de deux forces parallèles ne 
change pas, soit quand on change la direction commune des 
forces, soit quand on fait varier les forces de manière que 
leur rapport soit constant, car le point d'application est indé- 
pendant de la direction des forces et ne dépend que de leur 
rapport. 

89. Composition d'un noiiilu'e quelconque de forces parallèles 
de directions quelconques. — La règle de composition d'un 
nombre queîconque de forces parallèles est une conséquence 
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immédiate de ce qui précède. Considérons d'abord le cas de 
forces F„ Fs, .,., F„, parallèles et de même sens. On ob- 
tiendra leur résultante en composant d'abord 
Fi avec Fa, puis la résultante obtenue avec 
Fj, et ainsi de suite. 

Considérons maintenant le cas où, en 
même temps que des forces F,, Fj, . . , , F„ 
dirigées dans un sens, il y en a d'antres 
f; Fs F'p dirigées en sens contraire. 

Soit Ri H rpsultinte des forces Fj,..., F„, 
obtenue comme il vient d'être dit ; soit de 
même Ri laiesultante des foi ces Fi, f;,...,FJ,. 

1" Si Bi et Ri nonf pas U même intensité, elles ont une 
resultinte unique qu on siit defeiminer (87), et c'est la résul- 
tante du système 

2° hi les intensité'' sent ef,ilps il y a deux cas à examiner 
suivant que h distm^e AiA., de leus points d'application est 
nulle ou difli^rente de zeio 

Dans le premiei oas les deu\ f rces H, et R,' étant égales 
et PI osées se f^nt équilibre Cet équilibre ne cesse pas de 
subsister quind on change la direction commune des forces, 
sans chingei leur 'fcnb m dit alors, pour cette raison, que 
le corps soumis a 1 iclion de lps forces est en équilibre asta- 
tiq r 

Dins le seconl i, s, les deux forces Ri et R', forment un 
couple si elles ne sont pas dirigées suivant la droite qui joint 
leurs points d'application ; alors le système n'a pas de résul- 
tante. Elles sont en équilibre si elles sont diri- 
gées suivant la droite qui joint leurs points 
d'application ; seulement l'équilibre est rompu 
quand on change leur direction commune, et 
l'on dit, pour cette raison, qu'il est statique. 

Ajoutons, pour terminer, que si l'on convient 
de considérer comme positives les forces diri- 
gées dans un sens, comme négatives les autres, 
la résultante R d'un système de forces parallèles fi,f^,-.-,fn 
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est dôfmie eu grandeur et sens par l'équation 

90. Centre des forces parallèles. — Lorsque des forces pa- 
rallèles, /i, fi, ... , /'m, dirigées ou non dans le même sens, 
ont une résultante, cette résultante est unique (38), et son 
point d'application s'appelle le centre des forces parallèles. 

Supposons les forces f„ ^, . . . , /■,„ appliquées respecti- 
vement aux points Ai, Aj, . . . , A„ ; fixons un sens positif 
et un sens négatif sur une droite quelconque parallèle aux 
forces, et convenons d'affecter du signe + les intensités des 
forces dirigées dans le sens positif, du signe ~ celles des au- 
tres. Quelle que soit la manière d'ef- 
fectuer la composition, la résultante 
ne change pas. Par conséquent, pour 
obtenir le centre des forces parallèles, 
nous pouvons opérer de la manière suivante : 

Nous pouvons déterminer d'abord le point d'application B; 
de la résultante Pî des forces fi et f^ : ce point est défini par 
l'égalilé 

AiB j j_ fj 
lijAi ^ /i ' 
qui a lieu en grandeur et en signe. On a d'ailleurs, en grandeur 
et signe, 

Nous pouvons ensuite déterminer le point d'application Ba 
de la résultante Pj des forces Pa et f^ : ce point est défini 
par l'égalité 

EjBa _ /j 

BÂ~ Pi' 
qui a lieu en grandeur et on signe. On a d'ailleurs, en gran- 
deur et signe, 

P, = P, + f, = f, + f,-^f,; 

et nous pouvons continuer ainsi jusqu'à ce que toutes les 
forces aient été employées. La seule précaution à prendre 
consiste à associer les forces dans un ordre tel qu'aucune des 
résultantes partielles Pi, Pî, ... ne soit nulle. 
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Il suit évidemment de là que la construction du centre d'un 
système de forces parallèles est identique à la construction du 
centre des distances proportionnelles du système de points 
Al, A,, ... , Am, affectés des coeffîcienls respectifs 

A, /;,...,/.. 

On en conclut : 

1° Qxie le centre des forclos parallèles ne change pas quand on 
fait pivoter toutes les forces autour de leurs points d'application, 
de manière à les maintenir parallèles el à conserver leurs sens 
respectifs et leurs grandeurs ; 

2" Que le centre des foj'ces parallèles ne change j'as non plus 
quand on fait varier toutes les forces de manière que leurs rap- 
ports TMttuels demeurent constants, d'est'à-dire quand on multiplie 
ou que l'on divise les intensités de toutes les forces par le même 
nombre . 

La première de ces deux propositions est évidente, et quant 
à la deuxième, elle résulte de ce que les points B,, B,, ... 
ne changent pas si, au lieu des forces f,, fi, ... , f,„, on 
avait à composer X/l, If^, ... , \f,„, 1 désignant un nombre 
quelconque . 

91. Détermination analytique de ]a résultante. — La consi- 
dération du centre des forces parallèles comme centre des dis- 
tances proportionnelles d'un système de points va nous per- 
mettre d'effectuer simplement la détermination analytique de 
la résultante de ces forces. Rapportons en effet le système à 
trois axes de coordonnées rectangulaires ou non et appelons 
Xi, iji, Zj les coordonnées du point d'application de la force f, 
X, y, z celles du point d'application de la résultante, en sup- 
posant, bien entendu, qu'il y en ait une. On a alors, en vertu 
des formules établies numéro 3, 

(4) :,„HfL; ,j^mi, ,^!a. 

Biscussion . — Pour discuter ces formules et pour en déduire 
les conditions d'équilibre, il est indispensable de séparer les 
forces on deux groupes : les forces dirigées dans le sens 
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adopté comme sens positif, et les autres. Nous appellerons les 
premières les forcesposiiîOTs, elles autres les forces négatives. 
Soient Fi, Fs, . . . , F^ les forces positives ; a,, h^ c^ ; 
Oi. Èj, Cs etc. les coordonnées de leurs points d'application 
respectifs. Soient de même F',, Fj, ..., f;, les forces né- 
gatives ; a'i, 61, e'i, a., 63, c^, etc. les coordonnées de 
leurs points d'application respectifs. La résultante F des forces 
positives est égale à Fi + Fj -i- . . . -h F,„ et les coordonnées 
a, h, c de son point d'application A sont données par les for- 
mules 

Pareillement, la résultante F des forces négatives est égale à 

FI -H F3 H -I- ¥'„, et les coordonnées a', b\ c' de son point 

d'application A' sont données par les formules 



On a d'ailleurs i 


dentiquement 




, 2/;i, = ïF.«. + si;;«„ 


m 


j x/;j, = sf.*.+xf;*;, 


On a enfin 


( s/;j, = ïf.c.+sf;c',. 



-F'. 
Cela posé : 

i" Cas. — Si F-(-F':?iO, il y a une résultante unique 
égale à F -S- F' et dont le point d'application, centre des 
forces parallèles, est défini soit par les formules (4), soit par 
les formules 

_aF-(-«'F' __ /.F + !/¥' _ _ cF -}- cT' 

* - F H- F' ' '^ " F + F' ' " ^ F -H F' ' 

qui expriment que ce point est le point d'application de la ré- 
sultante des forces F et F'. 

2" Cas. — Si F4-F' = 0, le cas se subdivise en trois 
autres : 

1° Si les points A et A' coïncident, le système est en équi- 



y Google 



CHAPITiiE V B7 

libre asiatique (89), et les conditions pour qu'on ait ce genre 
d'équilibre sont, avec F + F' =: 0, a = a', b = b\ c = t'. 
Si l'on remplace a, b, c, a', b', c' par leurs valeurs (5) et 
(6) et si l'on tient compte à la fois de F — — F et des iden- 
tités (7), il vient, pour les conditions analytiques de l'équilibre 
asiatique, 

(8) S/", = 0, ^f,x-, = 0, s/;</; = 0, s/;s; = o. 

2" Si les points A et A' sont distincts et que la droite AA' 
soit la ligne d'action des forces F et F', le système est en 
équilibre statique (89). Cherchons les conditions pour qu'on 
ait ce genre d'équilibre. Pour cela, appelons p, q, r les pa- 
ramètres directeurs de la direction commune des forces et ex- 
primons que cette direction est parallèle à AA', qui a pour 
paramètres directeurs a — a', b — b', c — c' ; nous obte- 
nons ainsi, poiir les conditions cherchées, 
a — a' _ b — V _ c — t^ 
p ~ q ~ r ' 
auxquelles il faut, bien entendu, joindre F-(-F'=0. En 
remplaçant a, b, c, a\ b\ c' par leurs valeurs (5) et (C), 
puis eu tenant compte de F' = — F et des identités (7), on 
obtient finalement les conditions 

(9) F-|.F' = S^, = 0, ^ = ^ = 5^^ 

Le nombre des conditions, qui était égal à quatre d^ms le 
cas précédent, se réduit maintenant à trois, qui deviennent 

S/; = 0, Sf0i = 0, S/;-;/; = 0, 

lorsque les forces sont parallèles à 0: ; car alors on a 

p ^0, î = 0, 

et, par suite, les numérateurs correspondants sont nuls. 

3° Si enfin les points A et A' sont distincts et si de plus AA' 
n'est pas la ligne d'action des deux forces égales et opposées F 
et F', on a un couple. 

En résumé, si l'on a 'Zfi ^ 0, on a une résultante unique ; 

Si Von a S/i — 0, les forces se réduisent à un couple ; 
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Si Von a les équations (9), il y a équilibre statique ; 
Et si l'on a les équations (8), Hy a équilibre astatiqn/;. 

92. Remabûce. — Comme on le voit, il faut plus de condi- 
tioris pour réaliser l'équilibre asiatique que pour réaliser l'équi- 
libre statique ; si donc un système de forces parallèles est en 
équilibre, cet équilibre est généralement statique. 

93. Moments des forces parallèles par rapport à «n plan. — 
Considérons un plan P, une droite indéfinie zz' rencontrant le 

plan P, et une autre droite indé- 
finie quelconque ti'. Sur chacune 
de ces droites, fixons un sens posi- 
tif et un sens négatif ; soit Os le 
sens positif sur la première et soit 
Oit le .sens positif sur la seconde. 
Appelons F l'intensité positive ou 
négative d'une force parallèle à tt', 
et ; la cote A'A, positive on néga- 
tive, de son point d'application, A; 
cette cote, prise par rapport au 
plan P, parallèlement k zz', est 
d'ailleurs, par convention, positive si le sens de A' vers A 
est le même que le sens de vers z, négative dans le cas 
contraire. 

On appelle moment de la force F par rapport au plan P el 
parallèlement à z's, le produit Fs de l'intensité par la cote : 
ce produit, en vertu de la définition même, est un nombre po- 
sitif ou négatif dont le signe résulte du signe de chacun des 
facteurs F et z. 

94. Théorème. — Le moment, par rapport à un plan et pa- 
rallèlement à une direction quelconque, de la résultante d'un 
système de forces parallèles est égal à la somme algébrique des 
moments des composantes. 

Considérons en effet un système Fi, Fj, ... , F^ de forces 
parallèles à la direction tl', et supposons que l'on prenne les 
moments rapport au plan P, parallèlement à la direction z'z 
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(fig, précédente). Rapportons le système à trois axes Ox, Oy, 
Os, dont deux, Oa; et Oy, situés dans le plan P, et le troisième 
confondu avec z'z. Supposons d'ailleurs que les forces aient 
une résultante F appliquée en un point de cote -, et soient 
Si, Sj, , . . , z„ les cotes respectives des points d'application 
des forces F,, Fj, . . . , F„. En vertu des formules {4} du 
numéro 91, la cote du point d'application de la résultante est 
donnée par la formule 

^__SF£i 

On tire de lii l'égalité 

R; = SF,-;„ 
qui exprime le théorème énoncé. 

95. Remarque. — Comme on le voit, ce théorème est une 
conséquence immédiate des formules (4) du numéro 91. Aussi, 
à l'avenir, quand nous aurons à déterminer le centre d'un sys- 
tème de forces parallèles, nous dirons indifféremment que 
nous appliquons le théorème des moments (94) ou que nous 
appliquons les formules (4) du numéro 91. 

96. Décomposition d'une ioi-ce en pluBleurs autres paral- 
lèles à la première. — Comme application de la théorie des 
forces parallèles, proposons-nous de décomposer une force en 
plusieurs autres qui lui soient parallèles, connaissant leurs 
points d'application. Nous avons déjà examiné le cas de la 
décomposition en deux ; examinons maintenant les autres 
cas. 

Proposons-nous d'abord de décomposer une force F, ap- 
pliquée en un point 0, en trois autres, parallèles ^ F et ap- 
pliquées respectivement en trois points A, B, G, dont le plan 
passe par le point et n'est pas parallèle Si la force F. Nous 
distinguerons deux cas, suivant que le point est ou n'est 
pas intérieur au triangle ABC. 

Supposons en premier lieu que le point soit intérieur au 
triangle ABC et traçons la droite AO jusqu'à son point de ren- 
contre D avec le côté BC. La force F peut être décomposée en 
deux autres parallèles à F, de même sens qu'elle, appliquées 
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respeclivement en A et en D, et définies (84 cl 85) par les 
égalités 




AD OD OA 




desquelles on déduit 

F AD 
F~ OD' 






mais les doux triangles 
ayant la même base BC, 


ABC et OBG 
le rapport de 


leurs airos est égal au 


rapport 


AR 

ni 



les hauteurs, et, par suile, au rapport 

On a done 

F _ ABC 
T ~ OBC' 



d'oi 



(1) 



F 



ABC OBC 

La force P, appliquée au point D peut, de même, être dé- 
composée en deux autres parallèles à Pj, de même sens 
qu'elle, appliquées respectivement en B et en C et telles que 



1 ait 



DC 



Mais si l'on considère les deux triangles AOC et AOB comme 

ayant même base OA, leur rapport est égal h, — ; on a donc 

Q AOC 



et on en déduit 

^ ' OAC OAB OÂG-hOAB 
D'autre part, des égalités (1) on tire 



"• ' ABC — OBC ABC "" 

et, par suite, la comparaison des égalî 



OBC 
es (2) et (3) donne 
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(4) 



OBG 



Q ^ 
' OAG ' 



OAB ABC 
ce qui détermine entièrement les trois 
composantes. 

Supposons en second lieu que le 
point soit extérieur au triangle ABC 
et soit, par exemple, dans l'angle A de 
ce triangle. En menant encore OA, on 
pourra décomposer la force F en deux 
autres, P et P,. parallèles et de sens 
contraires, appliquées respectivement 
en A et en D ; on peut de même dé- 
composer P| en deux autres, Q et R, 
parallèles et de même sens, appliquées 
respectivement en B et en G. Enfin, en 
raisonnant comme plus haut, on verra 
que ces forces satisfont encore aux relations (4). 

Nous ne poursuivrons pas plus loin l'étude de cette ques- 
tion et nous nous bornerons à indiquer les deux remarques 
suivantes, faciles à vérifier : 

1" Si la force F est située dans le plan ABG, on peut la dé- 
composer d'une infinité de manières en trois forces parallèles 
appliquées en trois points donnés ; 

2° Le problème de la décomposition de 
de trois forces parallèles dont on donne ie 
tion admet aussi une infinité de solutions. 




force F en plus 
points d'applica- 
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HOTIONS PRÉLIMINAIIiES SUR LES CENTRES DE GRAVITÉ ; 
THÉORÈMES GËITËRAUX 

97. Cciitie de gravité truii corps. — L'observation montre 
que tout corps abandonné à lui-même tombe suivant la ver- 
ticale ; il est donc sollicité par une force agissant suivant la 
même direction ; cette force s'appelle \a, pesanteur, et l'on dit 
qu'un corps est pesant pour exprimer qu'il est soumis à l'ac- 
tion de la pesanteur. 

Cette action se manifeste d'ailleurs différemment suivant 
les cas : par la chute du corps si celui-ci est libre ; par la 
tension du iil s'il est suspendu k un fil ; par la pression qu'il 
exerce sur un autre corps quand il s'appuie sur lui. Elle 
s'exerce enfin sur tous également, quelque petites qu'en 
soient les dimensions ; car, si un corps est partagé en autant 
de parties que Ton veut, toutes sont pesantes et tombent éga- 
lement vite dans le vide. 

On est ainsi conduit à considérer ' un corps comme formé 
d'une infinité de points matériels sur chacun desquels 
s'exerce une force verticale, son poids. Si ses dimensions 
sont très petites par rapport à la terre, toutes ces forces ver- 
ticales sont sensiblement parallèles et de même sens ; dès 
lors elles ont une résultante unique appliquée au centre des 
forces parallèles. Cette résultante s'appelle le poids du coi-ps 
et son point d'application le centre de gramté. 

Le centre des forces parallèles est, comme on sait, indé- 
pendant de la direction commune des forces ; il ne dépend 
que de leurs points d'application et de leurs intensités ; il ne 
change pas quand on altère toutes les forces dans le même 
rapport. Dans le cas actuel, il est vrai, la direction des forces 
est fixe ; mais elle change avec l'orientation du corps dans 
l'espace par rapport à un observateur qui serait entraîné avec 
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lui, tandis que la position du centre de gravité ne change pas. 
Ainsi le centre de gravité est un point fixe du corps quelle que 
soit son'orientation. 11 est fixe également quand on déplace 
le corps à la surface de la terre, bien que les actions de la 
pesanteur sur ses diverses parties changent avec la latitude, 
car elles sont toutes altérées dans le même rapport. 

Supposons le corps rapporté à trois axes de coordonnées, 
et soient pi, jh, ... les poids des diverses parties de ce 
corps, appliqués respectivement aux points Ai, Aj, .... 
Appelons Xi, y„ z, les coordonnées du point A(, a;, y, s celles 
ilu centre de gravité G ; puisque le point est le centre des 
forces parallèles p,, jij, . . ., on a (91) 

,^5ï5 „-=/i», z=^îîl. 

Ces formules se réduisent à deux si tous les points 
A,, Aï, ... sont dans le même plan et sont rapportés à deux 
axes de ce plan ; elles se réduisent à une si tous les points 
sont en ligne droite et si l'on prend cette droite pour axe des 
abscisses. Prises individuellement, elles font connaître la 
distance du centre de gravité à un plan quelconque parallèle- 
ment à une direction quelconque. Rappelons enfin, pour ne 
pas avoir à y revenir, qu'on les obtient en remarquant que le 
centre des forces parallèles ;)i, /Ja, ... n'est autre chose que 
le centre des distances proportionnelles de leurs points d'ap- 
plication, affectés des coefQcients respectifs pi, p^, . . . 

98. Déterminai Ion expérimentale du centre de gravité. ~ 
Soit G le corps ; on le suspend à un 111 OA 
par un de ses points A. 11 est alors en 
équilibre sous l'action de deux forces, 
son poids P, appliqué au centre de gra- 
i vile G, et la tension du fil, dirigée sui- 
vant AO ; donc le prolongement AB de 
OA passe par G. Imaginons qu'on marque 
cette direction dans le corps, puis sus- 
pendons-le par un autre point, Ai : nous 
obtiendrons une nouvelle direction, AiBi, 
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passant également par le point G ; ce point seïa ainsi défini 
par l'intersection de deux directions AB et AiB, marquées 
dans le corps. 

99. Remarques. — l'' Dans la pratique on ne peut pas mar- 
quer les directions AB et A|Bi dans le corps ; mais l'expé- 
rience précédente fournit en général des renseignements 
suffisants sur )a position du centre de gravité. 

2' Dans tout ce qui suit on traitera du centre de gravité, 
non des corps, mais des volumes, des surfaces et des lignes. 

100. DcUaitions. — Oa dit qu'un corps est homogène quand 
les poids de ses différentes parties sont proportionnels h. leurs 
volumes. Tout corps qui ne satisfait pas à cette condition est 
dit hétérogène. 

On appelle centre de gravité d'vn volume celui d'un corps 
homogène qui remplirait ce volume ; 

Centre de gravité d'une surface, celui d'une couche d'épais- 
seur constante et infiniment petite d'un corps liomogène 
répandu sur cette surface ; 

Centre de gravité d'une ligne, celui d'un corps homogène 
ayant la forme d'un tube de section constante et inflnimpnt 
petite et qui aurait pour axe cette ligne. 

Ainsi, pour concevoii' le centre de gravité d'un volume, 
d'une surface ou d'une ligne, on peut imaginer qu'à chaque 
élément est appliqué un poids proportionnel à son volume, 
sa surface ou sa longueur ; le point d'application de la ré- 
sultante de tous ces poids est le centre de gravité du volume, 
de la surface ou de la ligne. Nous conviendrons d'ailleurs, une 
fois pour toutes, de mesurer ces poids par les mêmes nombres 
que les éléments auxquels ils se rapportent. 

101. DétfnliioQs. — ■ Nous renverrons aux ouvrages de géo- 
métrie élémentaire pour l'étude de deux figures symétriques 
par rapport à un point, à un axe ou à un plan ; rappelons tou- 
tefois que, dans deux flg-ures sj-méfriques, les lignes, les sur- 
faces et les volumes correspondants ont des mesures égales. 

On dit qu'une figure est symétrique par rapport à un centre, 
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à un axe ou à un plan, lorsque ses points sont deux à deux 
symétriques par rapport à ce point, cet axe ou ce plan. 

102. Théorème. — Si une figure quelconque, volume, surface, 
ligne ou ensemble de points a un centre, un axe ou un plan de, 
symétrie, son centre de gravité est en ce centre, sur cet axe o» 
dans ce plan. 

En effet, on peut décomposer la figure en éléments deux ^ 
deux symétriques et équivalents; par suite, les poids de 
deux éléments symétriques sont égaux et le point d'applica- 
tion de leur résultante est au milieu de la droite qui les joint, 
c'est-à-dire au centre, sur l'axe ou dans le plan de symétrie. 
Le point d'application de la résultante totale, c'est-à-dire le 
centre de gravité, satisfait donc aussi à la même condition. 

D'après cela, le centre de gravité d'une portion de droite est 
au milieu de cette portion de droite ; celui d'un parallélo- 
gramme coïncide avec le centre du parallélogramme, etc. 

Pour généraliser ce théorème, nous allons d'abord donner 
quelques notions qui ne se trouvent pas habituellement dans 
les cours de géométrie. 

103. Déliaitions. — On dit qu'une droite est un diamètre 
d'une figure plane si les points de cette figure peuvent être 
groupés deux à deux de manière que les droites qui joignent 
les points correspondants soient parallèles et coupées en leurs 
milieux par la droite. ■ 

On dit de même qu'un plan est un plan diamétral d'une 
figure si les points de cette figure peuvent être groupés deux 
à deux de façon que les droites qui joignent les points cor- 
respondants soient parallèles et coupées en leurs milieux par 
le plan. 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer les deux pro- 
positions suivantes : 

1° Si une figure plane a un diamètre, des portions de surfaces 
correspondantes sont équivalentes ; 

2" Si une figure a un plan diamétral, deux volumes correspon- 
dants sont équivalents. 



y Google 



Ces deux propositions sont indispensables pour démontrer 
en toute rigueur le théorème suivant : 

104. Théorème. (Extension du théorème numéro 102.) — Si 
une aire plane admet xm diamètre, si un volume admet un plan 
diamétral, le centre de gravité de cette aire ou de ce volume est 
sur le diamètre ou dans le plan diamétral. 

En effet l'aire plane, par exemple, peut être décomposée en 
éléments correspondants ; les poids de deux éléments corres- 
pondants étant égaux, le point d'application de leur résultante 
est au milieu de la droite qui les joint, c'est-à-dire sur le dia- 
mètre ; donc le point d'application de la résultante totale, 
c'est-à-dire le centre de gi'avité de l'aire plane est aussi sur ce 
diamètre. 

On raisonnerait de même dans le cas du plan diamétral. 

105. Remarque I. — Le centre de gravité d'une ligne qui a 
un diamètre n'est pas forcément sur ce diamètre, parce que 
les éléments correspondants n'ayant pas en général même 
longueur, le raisonnement précédent est en défaut. Ainsi on 
verra plus loin que le centre de gravité de l'aire d'un triangle 
est sur une médiane parce qu'une médiane est un diamètre de 
ce triangle ; tandis que le centre de gravité du périmètre n'y 
est pas. 

De même le centre de gravité d'une surface qui u un plan 
diamétral n'est pas nécessairement dans ce plan. 

i06. Remarque 11. — Les deux propositions suivantes peu- 
vent être regardées comme évidentes : 

1° Si tous les points d'une ligne ou d'une aire planes décrivent 
des droites égales et parallèles, le centime de gravité décrit une 
droite égale et parallèle aux premières ; 

2° Les centres de gravité des lignes ou des aires planes homo- 
thétiques à une ligne ou à une aire données sont distribués sur 
la même droite passant par le centre d'homothétie 
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CHAPITRE Vil 

CENTRES DE GRAVITÉ DE LIGNES 



107. 



. Contour d'i 

(jravilÉ dit contour 




augic. — Théorème- — Le ceiiire de 

triangle est le point de rencontre des 

bissectrices du triangle qui a 

pour sommet les milieux des 

côtés du premier. 

Soit le triangle ABC ; le 
centre de gravité du contour 
de ce triangle s'obtient en com- 
posant trois forces parallèles 
et de même sens, égales aux 
côtés a, b, c et appliquées 
respectivement en leurs milieux A', B', G. La résultante des 
deux forces 6 et c est une force 6 + c appliquée en un point 1 
situé entre B' et C et tel que l'on ait 
CI b 2A'C' 



IB " 



2A'B 



IB' A'B' 

Il suit de là que le point I est sur la bissectrice de l'angle 
B'A'C ; mais alors !e centre de gravité qui s'obtient en compo- 
sant les deux, forces a et b + c est lui-même sur cette bis- 
sectrice ; il en résulte qu'il est à l'intersection des trois bissec- 
trices. 

108. Corollaire. ■ — Les bissectrices d'un triangle concourent 
en un même point. 

109. Contour polygonal réflullep. — Théorème.— Le centre 
de gravité d'une ligne brisée régulière convexe est sur le rayon 
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moyen à 



me distance du centre égale à la quatri 
^ le périmètre, lacordeet l'apothème. 



e jwoportion- 



Soient A et M les extrémités d 



I la ligne brisée régulière de 
centre et de rayon R ; 
désignons par c la corde 
AM, par L le périmètre de 
la ligne brisée et soit Oa; le 
rayon moyen. Le centre 
de gravité se trouve évi- 
demment sur Qx (102) 
et on l'obtient en compo- 
sant des forces parallèles 
égales aux côtés de la ligne 
brisée et appliquées en 
leurs milieux. Rapportons 
alors la ligure aux deux 
axes rectangulaires Ox et 
Oy et par le milieu I d'un 
côté quelconque, AB par 
exemple, menons II' pei-pendiculaire à Ox. 
En appelant x l'abscisse dti centre de gravité, on a (fl7) 
_ 2AB,0r_ SAB.Or 
^ SÂÏT L 

Menons BB' et AA' respectivement parallèles à Oa; et ;\ Q\j; 
les deux Iriangies semblables ABB', OU' donnent 
AB AB' 




01 



01' 



d'où AB.Or= AB'.OI; 

or, 01 est l'apothème a de la ligne brisée, . 
projection de AB sur Oy ; on aura donc 
^ cSproj, AB 
L 
mais d'autre part i] pi'oj. AB — c ; 

il vient donc iinalement 
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HO. Are de cercle. — Théorème. — Le centre de r/ravitê d'un 
arc de cercle est sur le rayon moyen, à une dislance du centre 
égale à la quatrième proportiomielle entre l'ai-c, la corde et le 
rai/ on . 

Soit l'arc rtc cercle AM, de centre 
et de rayon R. Rapportons la figure au 
rayon moyen Ox et à la perpendiculaire 
0;/ ; le centre de gravitésera évidemment 
sur Oo: . Pour obtenir son abscisse ? dé- 
composons l'arc AM = L en un très 
grand nombre d'arcs égaux dont les extré- 
^ mités seront les sommets d'une ligne bri- 

sée régulière convexe, inscrite dans l'arc. Soient p le périmè- 
tre de cette ligne, a son apotbème et c la corde AM. Nous 
venons de voir que le centre de gravité de cette ligne est sur 
le rayon Ox et que son abscisse x est donnée par la formule 




}' 
Mais, si l'on fait croître indéfiniment le nombre des côtés de 
la ligne brisée, son centre de gravité a pour limite le centre de 
gravité de l'arc ; d'autre part x, a et p ont respectivement 
pour limites ?, E et L. On aura donc 
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CHAPITRE Vm 

CENTRES DE GRAVITÉ DE SURFACES 

m. 'rriangle. — Théoi'èine. — Le centre de gravité de V aire 
d'un triangle est au point de concours 
des médianes. 

Soit le triangle ABC. Une mé- 
diane quelconque, AD par exemple, 
est un diamètre pour les cordes pa- 
rallèles à BC ; donc le centre de gra- 
lité est sur cette médiane et, par 
B D C suite, il est à l'intersection des 

médianes. 

112. Corollaire. — Les trois médianes d'un triangle concou- 
rent en un même point. 

113. Théorème. — Le centre de gravité d'un triangle est le 
centre des moyennes distances de ses trois sommets. 

Cherchons en effet le point d'application de la résultante de 
trois poids égaux à P appliqués en A, B et C. Il faut pour 
cela composer d'abord les poids appliqués en B et C, ce qui 
donne un poids 2P appliqué au point D ; il reste ensuite à com- 
poser ce poids 2P avec le poids P appliqué en A, ce qui mon- 
tre que le point d'application de la résultante, c'est-à-dire le 
centre des moyennes distances est situé sur la médiane AD ; 
il est donc à l'intersection des médianes et coïncide avec le 
centre de gi-avité. 

114. Remarque. — Soit G le centre de gravité ; puisqu'il est 
le point d'application de la résultante des poids 2P et P, appli- 
qués on D et A, on a 

GU _ I 
GÂ ^ 1' 
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113. Corollaire. ^- Les médianes d'un U'ianffle se covpent au 
tiers de chacune d'elles â partir de la base. 

H6. Quadi-ilatèM. — Soit le quadrilatère ABCD. En décom- 
^ posant d'abord le 

quadrilatère en deux 
triangles ABC etADC, 
on voit que le centre 
de gravité du quadri- 
latère se trouve sur 
la ligne G,Ga qui joint 
les centres de gi'avité 
de ces deux triangles. 
On voit de la même 
manière qu'il s e 
trouve sur la ligne 
qui joint les centres 
de gravité des deux 
trianglesABDetBCD; 

par conséquent il est à l'intersection de ces deux lignes. 
Autrement : soit G le centre de gravité clierché sur la ligue 

G|Gi. Représentons par ABC lepoidsdu triangle ABC et }>ar 

ADG celui du triangle ADC ; on doit avoir 




G,G 



ADG 
ABC' 



Mais le second rapport est évidemment égal à ■ 
on prend BH ^ DI, on aura DU = BI et 
GiG BK_ 



GG, 



HD' 



comme GjGj est parallèle à BD, il en résulte quo le point G 
est à rinlersection des deux lignes EH et 0,0^. 

117. Trapè/e. — Soit le trapèze ABCD. En le décomposant 
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igles ABC et ADC on voit que le centre de gravité 
clierché est sur la ligne GiGa 
qui joint les centres de gravité 
de ces deux triangles ; mais il 
se trouve aussi sur la ligue 
EF qui joint les milieux des 
côtés parallèles, parce que 
cette ligne est un diamètre 
pour les cordes parallèles à 
SCS côtés ; il est donc à l'intersection G de ces deux lignes. 

118. Rejiaroue. — On pourrait, bien entendu, obtenir le cen- 
tre de gravité du trapèze en procédant comme pour un quadri- 
latère quelconque. 

119. Remarque II. — On peut aussi obtenir le centre de gra- 
vité du trapèze en déterminant le rapport — ■ Pour cela, 
appelons a et !> les bases AB et CD du trapèze et représentons 
par ABC, ACD les poids des triangles ABC et ACD mesurés par 
les surfaces des mêmes triangles. Considérons enfin le poids 
du trapèze appliqué en G comme la résultante des poids des 
triangles ABC, ADC appliqués respectivement en G, et Ga, et 
appliquons à ces trois forces parallèles le théorème des mo- 
ments par rapport à un plan. 

En prenant d'abord les moments parallèlement à EF par 
rapport à un plan passant par AB, on a 

ABCD X GE = ABC X ^ -+- ADC X ^ ; 

en prenant ensuite les moments parallèlement à la même 
direction par rapport à un plan passant par CD, on a de même 

2Er RF 

ABCD X GF = ABC X -5 — H ADC X -^■ 

On en déduit par division 

GE ABC -i- 2ADC 



GF 2ABC + ADC' 
mais si l'on appelle h la hauteur du 
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et l'égalité précédente peut s'écrire 
GE _ h{a + 2^.) _ 



hth 



~ h(^a^b) 2a+6 




On déduit de là une 
nouvelle manière de dé- 
terminer le point G. On 
porte B1=DG, DH^AB; 
la droite IH rencontre 
KF au point G cherché. 
On a en effet 



120. Secleur polygoual l'éguliec. — Théorème. — Le cantni 
de gravité de l'aire d'un secteur polygonal rÉgulier est sur le 
rayon moyen, à une distance du centre égale aux deux tiers de la 
quatrième proportionnelle entre le périmètre, la corde et l'apo- 
thème. 

Soit OABCD le secteur polygonal régulier. Décomposons-le 
en triangles AOB, BOC, ... et construisons la ligne brisée 
A'B'C'D' telle que 




OA' 



OB' OC OD' 



celui de la ligne brisée 



OA OB OC OD 3 

Les poids des divers trian- 
gles AOB, BOC, ...qui compo- 
sent le secteur sont évidem- 
ment proportionnels aux côtés 
A'B', B'C, ... et appliqués en 
leurs milieux. Le point d'appli- 
cationde leur résultante, c'est- 
à-dire le centre de gravité 
cherché, cotocide donc avec 
A'B'C'D'. 
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li STATIQUE 

Soit alors Ox le rayon, moyen et T le milieu d'un côté, A'B 
par exemple; en appelant i l'abscisse du centre de gravité sur 
le rayon moyen, on a (97) 

. „., corde A'D' 

L' désignant le iiérimètre de la ligne brisée A'B'C'D'; mais si 
l'on appelle a l'apothème de la ligne brisée ABCD, L son péri- 
mètre et c la corde AD, on a 

2 corde Â'U' r 

, 2.1.C 
donc ■• = 3T- 

121. REiaÀRQUE. — Le centre de gravité d'une aire polygonale 
quelconque s'obtient en la décomposant en triangles. 

122. Secteur circulaire. — Théorème. — Le centre de gra- 
vité d'un secteur circulaire est sur le rayon moyen, à une dis- 
tance du centre égale aux deux tiers de la quatrième proportion- 
nelle entre l'arc, la corde et le rayon. 

Soit le secteur circulaire AOB de centre et de rayon R; 
soient Ox le rayon moyen, 



la 
corde AB et L l'arc AB. Pour 
obtenir le centre de gravité de 
ce secteur, décomposons-le 
on secteurs infiniment petits 
par des rayons OC, OD. Un 
quelconque de ces secteurs, 
COD par exemple, peut être 
assimilé à un triangle, car on 
peut considérer l'arc CD com- - 
me confondu avec sa corde ; 
son centre de gravité sera 
donc sur la bissectrice de 
l'angle COD, à une distance 
du centre égale aux deux tiers 
du rayon; son poids, qui est égal à sa surface (100), est propor- 
tionnel àl'arc CD, ou encore proportiomiel à l'arc C'iy de rayon 




y Google 



CHAPITRE VIII 75 

2 

R = - R. Il suit évidemment de là que le centre de gravité 
du secteur AOB coïncide avec celui de l'arc A'B' de rayon R' ; 
mais celui-ci se trouve sur Ox, et son abscisse î est donnée 
[>ar la formule 

, „, corde A'IJ' 

^ = R TT^T" 

arc A a 



On a donc 5 



â Rc 



123. Remarque. — On aurait pu obtenir le centre de gravité 
du secteur circulaire en le considérant comioe k limite d'un 
secteur polygonal régulier inscrit. 

I2'i. Segiri«nt de cercle. — Le centre de gravité (/ d'un seg- 
ment de cercle AMB se trouve évidemment sur le raj'on 
moyen OM, parce que ce rayon est un axe de symétrie du 
segment ; il suit de là que la 
^,^_— -r— — -_^^ position du point g sera com- 

-^ \0 """-. plètement définie par ta distance 

^ 1-' / B Off. Pour trouver cette distance, 

X^ ) , / appelons G et g' les centres de 

\^ I / gravité respectifs du secteur cir- 

x^ j / culaire OÂMB et du triangle OAB; 

Xj/ considérons ensuite le poids du 

^ secteur circulaire comme la ré- 

sultante des poids du segment et du triangle, et appliquons à 
ces trois forces parallèles le théorème des moments par rap- 
port au plan perpendiculaire en au rayon OM et parallèle- 
ment à OM. Nous aurons ainsi 
(1) Secteur OAMB X OG 

= Triangle OAB X Og'-l- Segment AMB X O3. 
Appelons R le rayon du secteur, c la corde AB, el 2a l'angle 
AOB. On trouve sans difficulté 

Secteur OAMB X OG = R^^ X OG ; 
et, comme d'autre part on a (122) 

2 Rc \ c 
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il vient sectour OÂMB X OG = - R^(.■. 

On a de même 

c 2 1 

Triangle OAB X O3' = - R cos a X 5 R cos i — - cR^ cos' a. 

Si donc on désigne par S la surface du segment, l'équation 
(i) donne 

SX0i7-=- ^R2_-cR^cos==i 

(2) ^XO(i = iclVf,m'a. ■ 

Or, dans le triangle reclangle OAI) on a 
AD = ; = Rsi„,.; 
si alors on remplace R sin a par - dans l'équation (2), on en 



O3. 



12S 



123. Zone. — Théorème. — Le centre de rjraoité d'une zone 
coïncide avec le milieu, de la hauteur de la zone. 

Considérons, en effet, dans une sphère de centre 0, la zone 
déterminée par deux plans parallèles AD et BC. Il est tout 
d'abord évident que son centre de gravité se trouve sur le dia- 
mètre de la sphère perpendiculaire aux deux bases de la zone, 
parce que ce diamètre est un axe de symétrie de la zone ; je 
dis qu'elle coïncide avec le point G, milieu de la hauteur. Pour 
le prouver, je remarque 
B E G que l'on peut partager 

^f^----+^-3--£^v la zone en couples de 

/ I \ zones très petites, de 

/ I \ même hauteur, telles 

C------~-^:^i^;^~47p---— -------\ *HîS mn et m'»', dont les 



A jF U plans de bases sont res- 

'y pectivement symétri- 

ques par rapportau point 
G. Ces deux zones ayant la même surface, ont le même poids. 
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77 



Le poids de la première zone est appliqué entre m et n, celui de 
la seconde entre m' et n'\ de sorte que si la hauteur commune 
tend vers zéro, ces deux poids "égaux sont appliqués sur OG 
et en des points équidistants de G. Il suit de là que le centre 
de gravité de la zone est le point d'application d'un système de 
forces parallèles, deux à deux égales et dont les points d'ap- 
plication, distribués sur OG, sont deux à deux symétriques par 
rapport au point G; donc le centre de gravité d'une zone coïn- 
cide avec le milieu de sa iiauteur. 

126. SurfucB du tétraèdre. — Théorème. — Le centre de gra- 
vité de la surface d'un fviraèdre coïncide avec le cintre de la 
sphère inscrite dans le tétraèdre qui a pour sommets les centres 
de gravité des faces du tétraèdre donné. 

Soit le tétraèdre ABCD, dont les aires des faces respectives 
sont a, p. Y, 5; soient d'ailleurs a, b, c, d les centres 
j) de gravité des faces a, p, f, ô. 

Le centre de grai'ité cherché 
est le point d'application de 
la résultante de quatre forces 
verticales appliquées respec- 
tivement en a, ô, c, d, et 
dont les valeurs respectives 
sont a, p, f, S. Soit I le point 
d'application des forces a et 
P;ona 




mais les deux tétraèdres o/ml et ABCD étant semblables, on ;i 
3 surface acd 

^ ' a surface bcd 

La comparaison des égalités (1) et (2) montre alors que le 
point I est sur le plan bissecteur du dièdre cd. Or, ce plan bis- 
secteur contient les points c et rf où sont appliquées les forces 
Y et S ; donc le centre de graTité de la surface du tétraèdre ABCD 
est situé dans ce plan bissecteur; donc enfin il est confondu 
avec le centre de ia sphère inscrite dans le tétraèdre abcd. 
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CHAPITRE IX 
CENTRES DE GRAVITÉ DE VOLUMES 

127, Prisme. — Tbéorétne- — Le centre de gravité d'un 
prisme triangulaire est aumilieu delà ligne qui joint les centres 
de gravité des bases. 

Soit le prisme triangulaire ÂBCA'B'C. Soq centre de gravité 
est évidemmeat dans le plan 
,r / AiBjCi équidistant des deux 

bases, parce que ce plan est 
un plan diamétral pour les 
cordes parallèles aux arêtes. 
D'autre part, le plan qui passe 
par l'arête AA' et par les mi- 
lieux I et [' des arêtes BC, 
B'C est aussi un plan diamé- 
tral pour les cordes parallèles 
à BC ; donc le centre de gra- 
vité est dans ce plan. On voit 
de même qu'il est dans les 
deux autres plans médians el 
par suite qu'il est à l'iuter- 
r, Al et AT étant les médianes des 
trois plans est la ligne qui joint les 

centres de gravité des deux bases ; donc enfln le centre de 

gravité est au milieu de cette ligne. 

128. Corollaire. — Soient g et g' les centres de gravité des 
bases ; le point de rencontre de gg' avec le plan AjBiCi est le 
centre de gravité du triangle AiB,Gi ; donc le centre de gravité 
d'un prisme triangulaire coïncide avec le centre de gravité de 
la section fnoyenne. 




section de ces plans, 
bases, l'intersection d( 
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129. Théorème. — ■ Le centre de gravité d'un prisme (juel- 
conque est au milieu de la ligne qui joint les centres de gravité 
des bases. 
Soit le prisme ABCDEA'B'C'D'E'. Décomposons-le en pris- 
mes triangulaires par des plans 
diagonaux AA'CC, AA'DD', etc., 
et soient gt, gs, etc. les centres 
de gravité de ces prismes situés 
(127) dans le plan moyen 
Â,B,C,D|E|. Appliquons aux pointa 
jfi, (/s, etc. des poids proportion- 
nels à ceux des prismes corres- 
pondants ; on peut considérer 
ces prismes comme ayant même 
hauteur et pour bases respec- 
tives les triangles AiBiCi, AiCD, , 
etc. ; leurs poids sont donc pro- 
portionnels aux aires de ces 
triangles. D'autre part, les points 
iji, (/j, etc. sont les centres de 
gravité des mêmes triangles ; il en résulte que le centre de 
gravité cherché coïncide avec celui du polygone AiB,C|D,E,, 
c'est-à-dire avec le milieu de la ligne qui joint les centres de 
gravité des bases (106). 




130. Cylindre, —Théorème. — Le centre de gravité d'un 
cijlindre est au milieu de la ligne qui joint les centres de gravité 
des bases. 

On peut en effet considérer le volume d'un cylindre comme 
la limite du volume d'un prisme inscrit dont on augmente 
indéfiniment le nombre des côtés de la base de manière que 
chaque côté tende vers zéro. 

131. Pyramide. — Théorème. — Le centre de gravité d'un 
tétraèdre est à V intersection des six plans déterminés par chaque 
arête et le milieu de Varête opposée. 
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80. STATIQtlE 

Soit le tétraèdre ÂBCD ; le plan 
ABM mené par l'arête AB et par le 
milieu M de l'arête opposée CD est 
un plan diamétral pour les cordes 
parallèles à CD ; le centre de gra- 
vité du tétraèdre est donc dans ce 
plan, et par suite à l'intersection G 
des six plans déterminés par chaque 
arête et le milieu de l'arête opposée. 
132. Remarqcbs. — 1" Les plans 
ABG, CDG passent tous deux par le 
point G et par les milieux. M et N des arêtes AB et CD ; les 
trois points M, N, G sont donc en ligne droite. Il en résulte 
que le centre de gravité du tétraèdre est à l'intersection des 
lignes qui joignent les milieux des arêtes opposées. 

2° Le plan ABM passe évidemment par le point a, centre 
de gravité du triangle BCD ; comme il passe aussi par le 
point A, on voit que le centre de gravité d'un, tétraèdre est 
à l'intersection des lignes qui joignent les sommets aux cen- 
tres de gravité des faces opposées. 

133. Corollaire. — Les six plans menés par chaque arête et 
les miUiiux des arêtes opposées, les troi^ droites qui joignent les 
milieux des arêtes opposées et les quatre droites joignant les som- 
mets aux centres de gravité des faces opposées, concourent en un 
même point qui est le centre de gravité du tétraèdre. 

134. Théorème. — - Le centre de gravité d'un tétraèdre coïncide 
avec le centre des moyennes dislances des quatre sommets. 

En effet, (e centre des moyennes distances des quatre som- 
mets est sur la droite Aa qui joint le point A au centre des 
moyennes distances de la base BCD ; il est donc sur les quatre 
droites joignant les sommets aux centres de gravité des faces 
opposées ; par suite, il coïncide avec le point G. 

13-^. Rejiauques. — 1° 11 suit du thcorcmo précédent que 
l'on a 
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d'où 



Ga = 



donc le centre de gravité d'un tétraèdre est sur la ligne qui joint 
un sommet au centre de gravité de la face opposée et au quart de 
cette ligne à partir de la base. 

2" On peut considérer le point G comme l'intersection de Aa 
avec ie plan P parallèle à celui de la face BCD mené au quart 
de la hauteur à partir de cette face ; il coïncide ainsi avec le 
centre de gravité de la section de la pyramide par le plan P. 

Cejdernier résultat est généralisé dans le théorème suivant. 

■136, Théorème. — Le centre de gravité d'une pyramide est 
au centre de gravité de la section 
faite dans la pyramide par un 
plan parallèle à la base et mené 
au quart de la hauteur â partir 
de la base. 

Soit la pyramide SABCDE et 
soit AiBiC,DiE, lasectionfaite par 
le plan parallèle à la base et me- 
née au quart de la hauteur à par- 
tir de cette base. Décomposons 
cette pyramide en tétraèdres par 
les plans diagonaux SAC, SAD, 
etc. ; les centres de gravité gi,g3, 
etc. de ces tétraèdres coïncident 
(135) avec ceux des triangles 
AiBiC,, AiCiD], etc. D'ailleurs les pyramides ayant même hau- 
teur, leurs poids sont proportionnels aux bases et par suite 
aux aires des triangles AiBiCi, A,GiD, etc. ; il suit évidemment 
de là, que le centre de gravité de la pyramide coïncide avec 
celui du polygone A,B,C|DiE|. 

137. Remarque. — Le centre de gravité d'un polyèdre s'ob- 
tient en décomposant le polyèdre en tétraèdres. 




y Google 



138. COue. - Tbëopëme. — Le centre de gravité d'un cône 
coïncide avec le centre de gravité de la section faite dans le cône 
par un plan parallèle à la base mené au quart de la hauteur à 
partir de la base. 

En effet, on peut considérer le l'olume du cône comme la 
limite du volume d'une pyramide inscrite, dont on augmente 
indéfiniment le nombre des côtés de la base de manière que 
chaque côté tende vers zéro. 



1:19. Tronc tle pyramide à l>ascs parallèles. — Considérons 
le tronc dû pyramide obtenu en coupant k pyramide SABCD 
par le plan A'B'C'D' parallèle à la base. Soit G son centre de 
gravité et soient <) et g' les centres 
ç de gravité respectifs des deux pyra- 

^4 mides SABCD et SA'B'C'D'. Ces 

y//il trois points sont en ligne droite 

/ // 1 \ avec le point S, car on peut consi- 

dérer le poids de la pyramide totale, 
appliqué en g, comme la résuitante 
des poids du tronc de pyramide et 
de la pyramide partielle, appliqués 
respectivement en G et en g' ; donc 
les trois points G, g et g' sont en 
ligne droite. D'autre part les points 
g et g' sont sur la droite qui joint le 
point S au centre de gravité du 
" polygone ABCD, ou au centre de 

gravité 0' du polygone A'B'C'D' ; 
donc les trois points G, ^et^ sont en ligne droite avec le 
point S et avec les points et 0'. 

Gela posé, nous allons, pour déterminer le point G, calculer 




la valeur absolue du rapport 



GO 
GO'' 



X. Pour cela, appliquons 



le théorème des moments aux trois poids, poids de la pjTamide 
totale, poids du tronc de pyramide et poids de la pyramide 
partielle, en prenant les moments successivement par rapport 
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aus deux plans ABCD, A'B'C'D' cl parallôlemont à la direolion 
SO. 

En appelant V le volume du Iroiic do pyramide, nous avons 
ainsi 

SABCD X ;/0 = V X GO -H SA'B'Cl'D' X j'O, 

SABCD X ?0' = V X GO' — SA'B'C'D' X g'O'. 
Si on isole V X GO et V X GO', puis que l'on divise 
membre ^ membre, on obtieni 

SABCD XgO — SA'B'C'D' X o'O 
~ SABCD X f/O' -h SA'B'C'D' X y'O'' 
Mais si l'on pose SO = / et SO' = V, on a 

oO = -, r/'O'--, 3O' ---/', c,'Q=l-%- 

D'autre part, les deux pyramides SABCD et SA'B'C'D' sont 
semblables, et si l'on appelle a leur rapport de similitude, on 
sait que 

SABCD = a= X SA'B'C'D', 

En remplaçant dans l'expression de X et en réduisant, il 
vient alors 

>= ■•"-'.+ 1 . 



Cette fraction peut être d'ailleurs simplifiée, car ses deux 
tenues s'annulent pour a ;= 1 et par suite sont divisibles 
par a — 1 ; en faisant la division, on obtient ainsi 



On simplifie cette fraction comme la précédente en divisant 
par a; — 1 et on obtient finalement 



140. Bemauque, — On opérerait de même pour trouver le 
centre de gravité d'un troue de cône à bases parallèles. 
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CHAPITRE X 



APPLICATIONS DES CENTRES DE GRAVITÉ ET THÉORËMES 
DE GULDIN 




141 . Tliéorèmc. — Le centre de gi-avUé de la projection d'une 
aire -plane A; sur un plan P, coïncide avec la projection, sur le 
plan P, du centre de gravité de Vaire A. 

La proposition est évidente pour un triangle , car si un 
triangle T se projette suivant 
un triangle T', le point de ren- 
contre des médianes de T' est 
la projection du point de ren- 
contre des médianes de T. 

Démontrons alors la proposi- 
lion pour une aire polygonale A 
(jui se projette, sur le plan P, 
suivant une aire A', et dont le 
plan fait avec le plan P l'angle 
a. Pour cela, décomposons l'aire A en triangles d'aires t-, et 
projetés suivant des triangles d'aires i;, de sorte fjue 

(1) t'i = iiCOa a; 
on a d'ailleurs 

(2) A' ^^ A cos a. 

Considérons un plan quelconque, Q, perpendiculaire au 
plan P, et prenons les moments par rapport au plan Q paral- 
lèlement à une direction perpendiculaire à ce plan. Si l'on 
appelle Xi la distance au plan Q du centre de gravité du 
triangle f;, x la distance à ce même plan du centre de gravité 
de A, on a d'abord 

(3) kx = Sfiifi. 

Si l'on appelle de même x' la distance au plan Q du centre 
de gravité de A', et si l'on remarque que les centres de gravité 
de ï; et de (î sont équidistants du plan Q, puisque la proposi- 
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Lion est admise pour 1g triang;le, on a aussi 

(4) AV = ttix,. 

Mais si l'on tient compte des égalités (1) et (2), l'équation 
{^) s'écrit 

kaf COS a ^ Sf^a;; COS a = COS i.'S.tiXi, 

et devient finalement, après suppression du factear cos a, 
" {§) Aa/ = YliXi. 

En comparant avec (3), il en résulte 
af =x. 

Les centres de gravité de A et de A' sont, d'après cela, à 
égale distance de iow(^)taiï Q perpendiculaire au plan P ; donc 
ils sont sur la même perpendiculaire â ce plan, ce qui démon- 
tre la proposition pour une aire polygonale. 

On rétend ensuite à une aire curviligne quelconque en con- 
sidérant cette aire curviligne comme la limite d'une aire poly- 
gonale inscrite. 

1-42. Corollaire. — Les centres de gravité des sections planes 
d'une surface jirismatique ou cylindrique sont sur une même 
parallèle aux arêtes. 

Car si l'on mène une section droite, tous ces points se pro- 
jettent au centre de gravité de cette section droite. 

Le volume d'un pristne tronqué est égal 
au produit- de la section droite par la 
distance des centres de gravité des deux 
bases. 

Considérons d'abord un tronc de 
prisme triangulaire droit ABCA'B'C, 
et soient G et G' les centres de gravité 
respectifs des deux bases. D'après un 
théorème de géométrie, le volume 
V de ce corps est donné par la for- 
mule 

„ A.V -H BB' -H ce 
î? =- ABC X 3 

Mais le point G' étant le centre des moyennes dislances des 



•li:). Tliéoi-èr 
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trois points A', B'etC (H3), sa cote par rapport au plan 
ABC est la moyenne arithmétique des cotes des points A', &, 
C : donc on a 



V = ABC X GG', 

ce qui démontre la proposition pour le tronc de prisme trian- 
p/ gulaire droit. 

Considérons maintenant nu tronc dt; 
prisme droit quelconque de volume v 
et dont la section droite est ABCDE. 
On peut décomposer ce tronc de prisme 
en troncs de prisme triangulaires 
droits de volumes v,, v^, . . . et dont 
les sections droites ABC, ABD, . . . 
ont pour surfaces respectives h, «2,... 
Soit fi la distance des centres de gra- 
vité gi et g'i des deux triangles ABC 
et A'B'C ; soit de même -fa celle des 
centres de gravité gî et g^ des deux 
triangies ABD et A'B'D', et ainsi de 

suite. D'après la première partie de la proposition, on a 

Or, si nous appelons S la surface du polygone ABCDB et si 
nous appliquons le théorème des moments aux poids s,, -h, ... 
appliqués respectivement en gi, g^, . ■ ■ , en prenant les mo- 
ments par rapport au plan A'B'C'D'E', parallèlement à la direc- 
tion AA', on a 

S X GG' = «,Yi + Î3Ï2 + ■ ■ ■ , 
G désignant le centre de gravité delà section droite et G' celui 
du polygone A'B'G'D'E'. 
On a donc 

i> = S X GG', 
et la proposition est démontrée pou. 
droit quelconque. 




un tronc de prisme 
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On rétend alors sans diffîcull^ à un tronc de prisme quel- 
conque en le décomposant en deux troncs de prisme droits. 

144. Remarque. — Ce théorème s'étend à un cylindre tron- 
qué, en le considérant comme la limite d'mi prisme tronqué 
inscrit. 

145. Corollaire. — Le volume d'un cylindre tronqué ou d'un 
prisme tronqué est égal au produit de l'une des bases par la dis- 
lance à celle-ci du centre de gravité de l'autre. 

La démonstration étant la même pour le prisme tronqué et 
pour le cylindre tronqué, il suffit de 
la donner dans Tun de ces deux cas. 
Considérons donc un prisme tronqué 
dont les bases B et B' ont pour centres 
de gravité les points G et G'. Soit S la 
surface de la section droite et soit « 
l'angle du plan de base B avec le plan 
de section droite. Si l'on mène G'H 
perpendiculaire au plan de la base 
supérieure, il est clair que l'angle 
GG'H est égal à a. 11 en résulte que 



l'o 



G'H = GG' c 



et, par suite, que le volume V du tronc 
de prisme s'obtient (143) par la formule 



zBxG'H. 



mais on sait que 
donc 

146. Tbéorème. — L'aire engendrée par une ligne plane exé- 
cutant une révolution comi^lôte autour d'un axe mené dans son 
plan et ne la traversant pas, est égale au produit de ta longueur ■ 
de cette ligne ]}ar la circonférence que décrit son centre de gra- 
vité. 

Considérons d'abord une ligne polygonale ABCDE tournant 
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autour de Vaxex'x 




des cotés sui^ 1 



STATIQUE 

L'aire engendrée est évidemment la somme 
des aires engendrées par les 
côtés AB, BC, ... de cette ligne ; 
nous pouvons donc écrire, en 
appelant A l'aire engendrée, 

A = surf. AB -1- surf. BC + 

Or, si l'on mène les perpendi- 
culaires II', HH', . . . des milieux 
s, on a 

surf. AB ^ 2TTir X AB, 

surf. BC = 2TrllH' X BG, 



On en déduit 

A -2t:(I1'XAB + HH'XBC+ ...). 
D'autre part, soient G le centre de gravité de la ligne polygo- 
nale, L la longueur de cette ligne et GG' la perpendiculaire 
menée du point G sur l'axe. En prenant les moments parallè- 
lement à GG', par rapport à un plan quelconque passant par 
l'axe, on a 

L X GG' = 11' X AB -j- Hir X BC + 

Il en résulte 

A = 2t:GG' X L, 
ce qui démontre la proposition pour une ligne polygonale. On 
l'étend ensuite à une ligne plane quelconque en la considé- 
rant comme la limite d'une ligne polygonale inscrite. 

147. Remarque. — Si, au lieu de faire une révolution com- 
plète, la ligne ne tourne que d'un angle a, Faire engendrée a 
pour expression 

148, Théorème. — Le volume engendré par une aire plane 
exécutant une révolution complète autour d'un axe situé dans 
son plan et ne la traversant pas, est égal au produit de cette aire 
par la circonférence que décrit son centre de gravité. 

Soit S l'aire plane que nous supposerons décomposée en 
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rectangles trts petits par des droites parallèles et perpendi- 
culaires à l'axe de révolution 
x'x; soit ABA.'B' Tun quelcon- 
que de ces rectangles ayant 
pour centre le point g. Le vo- 
lume V, engendré par Taire, est 
t5videmment la somme des vo- 
lumes engendrés par les rectan- 
gles analogues à ABA'B'. Or, le 
volume engendré parce rectangle 
1 pour expression TtA.!j(A'« — Aa ), 
c'est-à-dire 

icAB(A'tt — AaXA'a + An} = t>AB X AA'(A'(7 -i- Aa). 
Mais Aa -f- A'a — lijg' ; donc l'expression du volume en- 
gendré par le rectangle ABA'B' est 

2TrAB X AA' X 'JO', 

et l'on a V = 2- ^ AB X AA' X uo'- 

Mais on peut considérer AB X AA' X !!g' comme le mo- 
ment, parallèlement à cjg' et par rapport à un plan quelconque 
passant par Taxe, du poids du rectangle ABA'B' supposé appli- 
qué au point g. Si donc on appelle Y la distance à l'axe du 
ccnlre de gravité de l'aire, S la mesure dn cette aire, on a 

^ABX AA'X3<?' = S.Y, 
et, par suite, V =: SttY.S, 

ce qui démontre la proposition. 

149. Remarque I. — Si la figure tourne seulement de l'an- 
gle », on a 



V-.27tï.S. 



360' 



150. Remarque II. — Lés deux théorèmes précédents portent 
le nom de théorèmes du Gnldîn ; si l'on appelle Y le rayon de 
la circonférence décrite soit par le centre de gravité de la 
ligne, soit par le centre de gravité de l'aire, ils sont exprimés 
par les deux formules 
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90 STATiQUË 

V = 2tiY.S, 
qui permettent de calculer A ou V quand on connaît le centre 
de gravité, L ou S, 

Inversement, si l'on connaît A ou V ainsi que L ou S, on 
peut en déduire Y, c'est-à-dire une ordonnée du centre de 
gravité, ce qui suffit dans certains cas pour déterminer ce 
point, Nous allons appliquer à quelques exemples. 

151. Application I- — Surlace et volume du tore de révolution. 

— On sait que l'on appelle tore de révohUioii le volume engen- 
dré par un cercle tournant autour 
d'un axe situé dans son plan. 

Soient le cercle de rayon H 
et d la distance de son centre à 
— l'axe. Le centre de gravité soit 
de la circonférence, soit du cercle étant le.point 0, en appelant 
S la surface et V le volume du tore, on a en vertu des 
théorèmes de Guldin, 






2TtRV. 



152. Application 11. — Centre de gravité d'un are de cercle. 

— Soit lare AMB de centre et de rayon R. Son centre de 
gravité G est situé sur Taxe 
moyen Ox ; soit x l'abscisse de 
ce centre de gravité et soient 
enfin L et c les longueurs res- 
pectives de l'arc et de la corde. 
En tournant autour de l'axe Oy 
perpendiculaire à Ox, l'arc AMB 
engendre une zone de hauteur c 
et dont l'aire a pour expression 

271 Rc; 
le premier théorème de Guldin 
donne donc 

2irRc = 2ti3;L, 
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d'où X = -7— ■ 

153. Application III. — Centre de gi>avllé du seoteui' cir- 
culaire. — Soit le secteur OAMB {fig. précédente) ; désignons 
maintenant par x l'abscisse du centre de gravité du secteur 
situé sur le rayon moyen, comme dans l'application précé- 
dente, et gardons pour le reste les mêmes notations que dans 
le numéro précédent, puis faisons tourner le secteur autour 
de O'y ; il engendre alors un secteur sphérique dont le volume 
a pour expression 

Le deuxième théorème de Guldin donne aîors 



nous retrouvons ainsi les résultats déjà obtenus numéros 110 
et 122. 
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CHAPITRE XI 

RÉDUCTION DES FORCES APPLIQUÉES A UH CORPS SOLIDE; 
CONDITIONS D'ÉQUILIBRE 

13i. Composition des couples. — Après avoir réduit à une 
seule toutes les forces appliquées à un point matériel ou toutes 
tes forces parallèles appliquées h un corps solide, quand elles 
n.e se réduisent pas à un couple, nous allons nous proposer de 
réduire au plus petit nombre possible toutes les forces appli- 
quées à un corps solide. Supposons d'abord le corps soumis 
seulement à l'action de plusieurs couples; nous allons mon- 
trer que Von peut, sans changer l'État du corps, remplacer tous 
ces couplespar im seul. Nous examinerons pour cela plusieurs 
cas. 

Phehikr Cas : Tous les couples sont dans des plans parallèles et 
ont le même sens de rotation.— On-peat toujours supposer qu'ils 
soient dans le même plan (48) et que 
de plus le bras de levier de chacun 
d'eux soit égal à l'unité (62), de sorteque 
la force de chaque couple sera égale à 
son moment. Celaposé,onpeut déplacer 
chaque couple dans son plan, de ma- 
nière à faire coïncider tous les bras de 
levier. On aura ainsi plusieurs couples 
(P.AB), (Q.AB), etc., ayant même bras 
de levier et pouvant être remplacés par 
un couple unique, égal à leur somme 
( 53 ) , c'est - à - dire par le couple 
(P-+-Q-i-ïH- ... S, AB). Le bras de levier de ce couple étant 
égal à Tunité , son moment est égal à P m- Q -i- . . . -H S, c'est- 
à-dire à la somme des moments. 
Deuxième Cas : Tous (es couples sont dans des plans jin^allèles 
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s n'ont pas le même sens de rotation. — Gomme clans le cas 
., on peut supposer ; 
i" Que tous ces couples sont dans le même plan ; 
2" Que chaque couple ait pour bras de levier l'unité ; 
3° Que les bras de levier de tous ces couples coïncident. 
Soit alors A.B le bras de levier commun ; on pourra évidem- 
ment remplacer tous ces couples par un seul 
A B ayant pour bras de levier AB et dont la force 

sera la résultante des forces des divers couples 
qui sont appliqués, soit en A, soit en B. 

Soient alors Pi, P^, . . . , P„ les forces des couples qui agis- 
sent dans un sens, F leur résultante ; soient de môme 
Qi, Qa, ■ ■ iQn les forces des couples quiagissentdanslesens 
contraire, Q leur résultante. Si, pour fixer les idées, ou sup- 
pose P > Q, la force du couple résultant est égale à P — Q, 
et le sens de rotation de ce couple résultant est le même que 
celui des couples dont les forces sont Pi, P?, . . ., Pj,. 
Mais on a P = PiM-P^-l-. . . -i-P,„ 

Q = Q,+ ... +Q„; 

et, d'autre part, les lettres P et Q désignent les moments des 
couples ; donc, pour réduire à un couple unique tous les couples 
qui sont dans un viême plan ou dans des plans parallèles, on fait 
la somme P des moments des couples qui agissent dans un seiis, 
puis la somme Q des moments des couples qui agissent en sens 
contraire. Le moment du couple résultant s'obtient alors en re- 
tranchant la plus petite somme de la plus grande, et le sens de 
rotation de ce couple est le même que celui des couples qui ont la 
plus grande somme. 

Les deux cas peuvent être réduits h un seul. Convenons en 
effet d'affecter du signe ■+■ les moments des couples ayant un 
sens de rotation lise une fois pour toutes, et du signe — les 
moments des autres. Soient alors m„ mi, ...,mp les mo- 
ments, positifs ou négatifs, des couples à composer. On voit, 
en raisomiant comme au numéro 41, que le couple résultant, 
de moment m, sera dé/ini, en grandeur et sens, par l'équation 
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qui exprime que le moment du couple résultant est égal à la 
somme algébrique des moments des couples composants. 

■ Troisième Cas ; Les couples sont distribués d'une manière quel- 
conque dans l'espace. — Considérons d'abord deux couples . 
dontnoussupposerons.comme 
plus haut, les bras de levier 
égaux à l'unilé. Les plans des 
deux, couples n'étant pas pa- 
rallÈles se coupent suivant 
une droite a/x, et nous pou- 
vons évidemment déplacer' 
chaque couple dans son plan, 
de manière que les deux bras 
de levier coïncident en AB 
sur a/5;; soient alors (P.AB) 
et (Q.AB) les deux couples. 
Construisons la résultante R des deux forces P et Q, puis la 
résultante R' desdeux forces F' et Q'. Lesdeuxfîgures APRQ, 
BP'R'Q' sont symétriques par rapport au point 0, milieu de 
AB ; donc R et R' sont égales, de sens contraires et définis- 
sent un couple qui peut remplacer les deux couples proposés. 
Considérons maintenant des couples en nombre quelconque, 
Ci, Cs, ..., C„- Pour les réduire à un seul, on composera d'a- 
bord G, avec Ca, puis le couple obtenu avec Cj, et ainsi de 
suite ; nous aurons finalement un couple unique pouvant les 
remplacer tous. Ce couple s'appelle le couple résultant. 

Reste à évaluer le moment de ce couple. Nous arriverons à 
ce résultat au moyen de la représentation géométrique des 
couples, dont nous allons maintenant nous occuper. 

ISS. Représentation géométrique des cooplee. — Nous avons 
vu que l'on peut déplacer parallèlement à lui-même le pian 
d'un couple; nous pouvons donc supposer que ce plan passe 
par un point quelconque, 0, de l'espace. Soient alors P ce 
plan et zz' la perpendiculaire au plan P menée par le point 
0. Sur cette perpendiculaire considérons la demi-droite telle. 
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que pour un observalciir couché sur cette demi-droite et 
ayant les pieds en 0, le sens de 
rotation du couple (F.AB) soit le 
sens de gauche à droite, et por- 
tons sur cette demi-droite, à 
partir du point 0, un segment 
ou vecteur OG dont la longueur 
soit mesurée par le même nom- 
bre que le moment du couple. 
I A tout couple de l'espace nous 

'^ faisons ainsi correspondre un 

vecteur, et réciproquement, à tout vecteur OG il correspond 
un couple et un seul dont le sens de rotation est le sens de 
gauche à droite par rapport û un observateur qui a les pieds 
en et la tête en G, dont le moment est égal à OG, et dont 
le plan est perpendiculaire à OG. 

Ce vecteur OG est appelé Vaxe du couple, et nous pouvons 
dire qu'wn coupAe est représenié géométriquement par son axe. 
Il est clair, d'après cela, que deux couples de même moment 
et de sens contraires sont représentés par deux vecteurs 
égaux et opposés. 



136. Règle iii'aticjue pour oonslniire l'axe d'un couple. — 

Supposons que le bras de levier 
du couple soit égal à l'unité et, 
par suite, que la force du couple 
soit égale à son moment. Imagi- 
nons qu'un obser%-ateur soit cou- 
ché sur le bras de levier de ma- 
nière à avoir indifféremment les 
pieds en A et la tête vers B, ou 
les pieds en B et la tâte vers A ; puis faisons tourner la force 
du couple qui est la plus rapprochée de la tête, de 90" de gauche 
à droite par rapport h cet observateur. On voit sans aucune 
difficulté que, dans sa nouvelle position, la force vient coïn- 
cider avec l'axe du couple, supposé mené par le point d'appli- 
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cation de la force. Par exemple, dans le cas de la figure, l'axe 
BG du couple, supposé mené par le point B, s'obtient évidem- 
ment en faisant tourner la force BF' de 90° et de gauche à 
droite par rapport à l'observateur ayant ses pieds en A et la 
tête vers B. On s'assure du reste facilement que la règle énon- 
cée plus haut est générale. Cela posé, nous allons établir la 
proposition suivante, qui résume tout ce qui a trait à la com- 
position des couples. 

157. Théorème. — Vaxe du couple résultant d'un système de 
couples est la somme géométrique des axes des couples compo- 
sants. 
Il suffit évidemment de démontrer la proposition pom' deu\ 
coupîes (P.AB), (Q.AB) ayant le 
même bras de levier, AB, égal 
d'ailleurs k l'unité, Pour cela, cons- 
truisons le couple résultant (E.AB), 
comme au numéro 134, 3" cas, puis 
faisons tourner le parallélogramme 
PAQR de 90" de gauche à droite, 
par rapport à un observateur ayant 
ses pieds en B et la tête vers A. 
R' Après cette rotation les côtés AP, 

AQ, AR du parallélogramme sont devenus les axes respectifs 
des couples, et comme AR n'a pas cessé d'être la somme 
géométrique de AP et de AQ, la proposition est démontrée 
pour deux couples. On l'étend facilement ensuite à plusieurs 
couples. 

ioS. Remarque. — Supposons en particulier qu'on ait à 
composer des couples situés dans des plans parallèles ; alors 
en menant les axes de ces couples par le mûme point, on ob- 
tiendra l'axe du couple résultant eu opérant comme pour 
composer des forces appliquées au même point et ayant la 
même ligne d'action. Par suite, en convenant d'affecter du 
signe + les moments des couples ayant un sens de rotation 
fixé une fois pour toutes, du signe — les moments des autres, 
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on voit que le couple résultant est défmî en grandeur et sens 
au moyen de la somme algébrique des moments des couples 
composants. On retroi 
couples dont les plan; 
1" et 2' cas. 



ve ainsi la règle de composition des 
sont parallèles, donnée numéro 15-4, 




- foule force AF, appliquée en un point A 
d'un corps solide, peut être remplacée 
po,r une autre, A'F', appliquée en un 
point quelconque, A.', du corps, égale, 
parallèle à AF et de même sens qu'elle, 
et par un couple ayant son axe perpen- 
diculaire au plan des deux forces. 

En effet, on ne change pas l'état du 
corps en appliquant au point A' deux 
forces A'F' et A'Fi parallèles à AF, de même intensité qu'elle 
et opposées. Or, F et FJ définissent un couple dont l'axe 
A'G est bien perpendiculaire au plan des deux droites AF 
et A'F'. 

Ajoutons que ie moment de ce couple, représenté par la lon- 
gueur de son axe, est égal à l'aire du parallélogramme AFA'F', 
IRO. Détlnîtlon. — A l'avenir, le couple représenté par A'G 
et qui résulte de la translation d'une force F sera appelé lu 
couple de translation. 

161. Théoi'ème. — Réciproquement, une force et un couple 
dont l'axe lui est perpendiculaire, peuvent être remplacés par 
une force iinique de même in- 
tensité, de même direction et 
de même sens que la piremière, 
située dans le plan perpendicu- 
laire à taxe mené par cette 
force. 

Soient, en eil'et, A'F' la force 
et A'G l'axe du couple per- 
pendiculaire à la force, par hypothèse; soit P le plan perpen- 
diculaire à A'G mené par F'. Par le point A', dans le plan P, 
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menons une droite quelconque A'x et, en un point A de 
cette droite, appliquons AF et AFi, égales et opposées, pa- 
rallèles à F' et de même intensité que celle-ci. Nous pouvons 
ainsi remplacer le système proposé par le couple A'G, la force 
AF et le couple FjAA'F'. Or, nous pouvons disposer de la 
longueur A'A et de la position du point A, soit d'un côté de 
A', soit de l'autre, de manière que le nouveau couple ait le 
même moment que A'G et un sens contraire. Alors, le point 
A- étant ainsi choisi, les deux couples se font équilibre; en les 
supprimant, il ne restera plus que la force AF ; ce qui démon- 
tre la proposition. 

162. Théopéme. — Toutes les forces appliquées à un corps 
solide peuvent, ut cela d'xme infinité de manières, être remjila- 
cées par une force et par un couple. 

Soit en effet un point quelconque du corps. Nous pouvons 
(159) transporter chaque force parallèlement à elle-même au 
point 0, en introduisant le couple de translation correspondant. 

Si nous composons aloi's, d'une part, toutes les forces ap- 
pliquées au point 0, par la règle du polygone des forces, d'au- 
tre part, tous les couples de translation en faisant, par exemple, 
la sommegéométriquedeleurs axes, nous aurons réduit toutes 
les forces à une seule et à un couple. 

163. Détinlilons. — Cette force et ce couple Seront appelés 
respectivement résitllante générale -et couple résultant relatif 
au point 0. 

Il est clair que la résultante générale est invariable en gran- 
deur, direction et sens, quand le point se déplace dans le 
corps, car le polygone des forces se déplace simplement paral- 
lèlement à lui-même. Quant au couple résultant, il varie avec 
le point 0. 

164. Équilibre d'un systémo de foi'ces appliquées à un corps 
solide. — Le lliéorème précédent conduit immédiatement aux 
conditions géométriques de l'équilibre d'un système de forces ; 
elles résultent de la proposition suivante : 

Pour qu'un système de forces appliquées à un corps solid'j 
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sott en Équilibre, il faut et il suffit que la résultante générale 
soit nulle, ainsi que le couple résultant relatif à un point quel- 
conque du corps. 

La condition est évidemment suffisante. Montrons donc 

qu'elle est nécessaire. Supposons, pour cela, que le système 

soit en équilibre et faisons la réduction pour 

~fR' un point quelconque, 0, du corps ; soient R 

et G !a résultante générale et l'axe du couple 

*V--„,__^^ résultant. Puisqu'il y avait équilibre avant 

/ ^~~^ la réduction, il y aura encore équilibre après, 

j^ de sorte que la force R et le couple G, 

c'est-à-dire le couple dont Taxe est G, se 

l'ont équilibre. Or, je dis que cela est impossible si R et G ne 

sont pas nuls tous deux. En effet : 

1* S'il y avait équilibre avec R.G^irO, la force R' égale 
et opposée à R, faisant équilibre à R, comme G, pourrait 
remplacer G ; donc nous aurions un couple ayant une résul- 
tante, ce qui est impossible ; 

2° Il est évident que si on a seulement R = 0, il ne peut 
y avoir équilibre, parce qu'un couple n'est pas en équilibre ; 

3° Enfin, il est non moins évident qu'il ne peut y avoir 
équilibre avec G seul égal à zéro. 

Donc, pour qu'il y ait équilibre, il faut que R et G soient 
nuls tous deux. 

U est bon de remarquer que la condition est nécessaire pour 
tous les points du corps et qu'elle suffit pour un seul, car alors 
elle est forcément remplie pour tous. 

■16b . Étitiivalence de deux systèmes. — Le théorème du nu- 
méro 162 permet aussi d'énoncer les conditions géométriques 
d'équivalence de deux systèmes de forces ; elles sont fournies 
par la proposition suivante : 

Pour que deux systèmes de forces soient équivalents, il faut et 
il suffît qu'il existe un point du corps pour lequel la réduction à 
une force et à un coupile donne la même force et U même couple 
dans les deux cas. 
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C'est évidemment suffisant, parce que deux systèmes équi- 
valents à un troisième sont équivalents entre eux ; il reste fi 
prouver que c'est nécessaire. Soient donc S et Si deux sys- 
tèmes équivalents. Faisons la réduction 
pour un point 0, d'abord pour' les forces 
du système S, puis pour celles du sys- 
tème S]. Soient R et G la résultante gé- 
nérale et le couple résultant du premier 
système, R, et Gi la résultante générale 
et le couple résultant du second. La 
force R et le couple G définissent un 
système équivalent à celui qui est défini 
par R, et par G]. Or, on peut faire équilibre à la force R e! 
au couple G au moyen de la force — R appliquée en et 
du couple — G, dont les définitions sont évidentes. Dès 
lors — R et — G font aussi équilibre au système défini 
par la force Ri et le couple Gi. Mais on perrt composer d'une 
part R, et — R, ce qui donne une force R' ; d'autre part 
G, et — G, ce qui donne un nouveau couple G*. Cette force 
et ce couple doivent être en équilibre, ce qui exige (164) qu'on 
ait simultanément R' = et G' = 0. Or, on ne peut avoir 
R' = que si R, et — R sont égales et opposées, c'est-à- 
dire si R, est identique à R ; pareillement on ne peut avoir 
(j'=0 que si d et — G sontégauxet opposés, c'est-à-dire 
si Gi est identique à G. 

Comme précédemment, la condition est nécessaire pour 
tous les points et suffisante pour un seul. 

166. Coroil&ive. — Quand on fait la réduction pour un ntâi)W 
point, on trouve toujours la même résultante générale et le mètw. 
couple résultant^ de quelque manière que l'on fasse la réduction. 

167, Réduction à une force.— Théorème.- Pour qu'on 
puisse réduire à vue seule toutes les forces appliquées à un corps 
solide, il est nécessaire et suffisant que l'axe du couple résultant 
relatif à un point quelconque soit nul, ou perpendiculaire à la 
r-isul'anle générale. 
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C'est suffisajit, en vertu du théorème du numéro 161 ; prou- 
vons donc que cela est nécessaire. Supposons, pour cela, 
qu'en faisant la réduction pour un point convenablement 
clioisi, on obtienne une force R et pas de couple ; de sorte 
que R est équivalente au système de forces 
Q' appliquées au corps. En vertu de la proposition 

/ du numéro 166, si on fait la rédaction pour un 
Z, autre point quelconque, ff, on obtient la même 

/ force et le même couple qu'en transportant R 

de en 0', parce que R constitue, à elle seule, 
un système équivalent au système proposé, La proposition 
résulte alors de ce que, si l'on transporte R de en 0*, le 
couple de translation qui en résulte a son axe perpendiculaire 
au plan O'OR (1S9) et par suite à R. Le raisonnement sup- 
pose R?iO. 

108. Corollaires. ~ 1" Il est évident que si loulcs Ic^ forces 
appliquées à un corps solide concourent au même point, elles 
se réduisent à une seule. 

2" Quand toutes les forces sont dans le même plan P, en 
prenant un point de ce plan comme centre de réduction, on 
voit que les axes de tous les couples de translation sont per- 
pendiculaires au plan P, et il en est évidemment de même de 
l'axe du couple résultant. 

La résultante générale étant aussi située dans le plan P, 
toutes les forces considérées se réduisent à une, en vertu du 
théorème précédent, si la résultante générale n'est pas nulle. 
Elles se réduisent à un couple si la résultante générale est 
nulle. 

3° Quand toutes les forces sont parallèles à une même 
droite D, si l'on prend comme centre de réduction un point 
quelconque de l'espace, les axes de tous les couples de 
translation sont situés dans le plan mené par 0, perpendicu- 
lairement à D ; il en est de même de l'axe du couple résultant ; 
■par conséquent l'axe du couple résultant est perpendiculaire à 
la résultante générale et, si la résultante générale n'est pas 
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nulle, le système se réduit encore à une force ; il se réduit à 
un couple si la résultante générale est nulle. Nous démon- 
trons ainsi à nouveau que toutes les forces parallèles appli- 
quées à un corps solide peuvent être remplacées par une force 
unique ou par un couple. 

169. Réduction à an couple. — Théorème. — Pour que toutes 
les forces appliquées à un corps solide se réduisent à un couple, 
il est nécessaire et sufilsant que la résultante générale pour un 
point quelconque soit nulle, sans que le couple résultant le soit. 

Cette proposition résulte de ce que la résultante générale est 
constante en grandeur. 

170. Rédaction à deux lorces. — Théorème. — Toutes les 
forces appliquées à un corps solide peuvent être réduites à deux, 
appliquées l'une en un point A choisi arbitrairement dans le 

corps, l'autre en un point choisi arbi- 
, trairement sur une droite passant par A. 

Soient, en effet, R la résultante géné- 
rale et G l'axe du couple résultant relatif 
à un point quelconque. A, du corps. On 
peut donnera la force P du couple repré- 
senté par G et par suite au bras de levier 
du couple, une valeur quelconque ; on 
peut aussi supposer que l'une des forces 
du couple soit appliquée en A ; soit P cette force. En com- 
posant les forces P et R, la proposition devient alors évi- 
dente. 

On voit de plus que la force Q est dans un plan fixe mené 
par le point A. 
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MOMENTS DES FORCES ET EXPRESSION ANALYTIQUE 
DES CONDITIONS D'ÉQUILIBRE 

171. Moment d'une force par rapiioi'l :i un poiiii, — Ou ap- 
pelle moment d'une force V par rapiiorl à un pojnl quelconque 
0, S'axe du couple qui résulte de la translation de la force F 
au poiiiL 0. Ce moment est donc un vee- 
•^ teur 0(j, perpendiculaire au plan OA.l'', 

A porté dans un sens tel que le sens de 

\ ^^-"J rotation du couple de translation soit le 

Q=C^^ / sens de gauche à droite, par rapport à un 

" P observateur qui a les pieds en et la 

tète en G. On peut du reste mener ce 
vecteur par un point quelconque de l'espace, et sa valeur 
numérique estle double de l'aire du triangle 0\F. lien résulte 
que sa valeur numérique ne change pas : i° quand on déplace 
la force sur sa ligne d'action ; 2" quand on déplace le point U 
sur une parallèle àla ligne d'action de la force. 

Il en résulte aussi que le moment est nul, soit quand la force 
est nulle, soit quand elle passe parle point 0. 

172. Moment résiitlant d'un système de lorces. — On apiielle 
moment résultant dun système de forces, par rapport à un point 
0, l'axe du couple qui résulte de la translation de toutes les 
forces du système au point ; ce point prend alors le nom de 
centre des moments. 

De cette définition et de la proposition démontrée numéro 
137, il suit évidemment que le moment résultant d'un système 
de forces est la somme géométrique des moments de toutes 
ces forces. 

173. Théorème. — Lorsque plusieurs forces ou/ viu- ri'y;u/- 
tante, lettr momenl visutiant est égal au monwU du If nK-i'^lhnih'. 
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Nous avons vu en effet que la résulLantc générale etle couple 
résultant sont les mêmes pour le môme 

/4 point, de quelque façon que l'on fasse la ré- 
duction. Or, soit R la résultante, appliquée 
au point A. On peut faire la réduction pour 
le point de deux manières ; 1° en trans- 
portant toutes les forces, sauf H, parallèle- 
mimi à elli^s-mômes au point ; l'axe du couple résultant de 
ces translations est alors, par définition, le moment résultant; 
2" en transportant la force R parallèlement h, elle-même au 
point ; l'axe du couple qui résulle de cette translation est 
alors le moment de la résultante. De là et de la pro]>osi(ion 
du numéro l(iC résulte évidemment la proposition. 

174. Coi-ollaii-e I. (Théorème de Variguon.) — Lorsque plu- 
sieurs forces sont située» dans le même plan et ont une résullunle, 
la voÀeur numérique du moment de leur résultante, par rapport 
à un pioint de ce plan, est égale à la somme algébrique des 
valeurs numériques des moments des composantes, par rapport 
au même point. " 

Pour établir cette proposition nous remarquerons que tous 

les couples qui résultent de la translation des forces eu un 

point de leur plan, sont dans ce plan ; par 

ig suite, leurs axes portés à partir du môme 

[ point, sont distribués sur la même per- 

, — — ( — — y pendiculaire, as', 'a. ce plan. Si donc on 

/ convient d'affecter du signe + les valeurs 

— ' numériques des axes portés dans un sens, 

I du signe — les valeurs numériques des 

j^' autres, en raisonnant comme pour la 

composition des forces qui ont la même 

ligne d'action, on voit que la valeur numérique du momenl 

résultant est la somme algébrique des valeurs numériques des 

moments composants. Donc la valeur numérique du moment 

de la résultante, quand il y en a une, est égale à la somme 

algébrique des valeurs numériques des moments des compo- 
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santés; car, en vertu de la proposition précédente, il yaidenti(é 
entre le moment résultant et le moment de la résultante. 

173. Rbharoub. —On utilise cette proposition pour exprimer 
les conditions d'équilibre d'un système de forces situées dans 
le même plan, en remarquant, pour cela, que si la somme 
algébrique des moments est nulle, la résultante est nulle ou 
passe par le centre des moments. 

176. CoFoliaire II. — Lu momanl réstillanl d'un xijHibw. 
di: forces ne change pas quand on 
iTuiplacc deux ou plusieurs forces du. 
siisiihiia ;)a)' leur résultante, ou in- 




respectifs de ces forci 



.Applic; 



Soient, en effet, PetQ deuxforces 
du système ayant une résultante lî, 
et soient OH, OG, OK les moments 
5 paï rapport à un point 0. La proposi- 
tion énoncée signifie que, dans Ui détermination du moment 
résultant de toutes les forces du système, on peut remplacer 
OH et OG par OK ; mais ceci résulte de ce que dans ime somme 
géométrique de vecteurs on peut remplacer deux ou plusieurs 
vecteurs par leur somme géométrique, sans que la somme soit 
altérée (71). 

Il considère trois axes reclangulaims, 
O.i, Oy, Oï, et une force V située 
dans le plan icOi/, appliquée en un 
point A défini par ses coordonnées 
xety, et dont les composant ex pur 
rapporl aux axes Ox et Oij soûl X '.'/ 
Y; lrii'.u:r:r le'moment de cetli- force 
pin' rapport au jioinl 0. 

Le moment cbercbé est un vec- 
teur porté sur Oï, dans un sens (m 
dans l'autre, suivant le signe de sa 
valeur numérique. Glierchons donc cette valeur numérique, en 
convenant d'affecter du signe ■+- et de porter sur la demi-droite 




y Google 



106 



STATIQUID 



0- les moments des couples dont le sens de rotation est le 
sens de gauche à droite, par rapport h un observateur qui a les 
pieds en et la tète vers s. En vertu du théorème de Varignon 
il suffira de faire la somme algébrique des valeurs mimôriques 
des moments des forces X et Y. 

Occupons-nous d'abord de Y et supposons en premier lieu 
que Y soit positive ainsi que l'iibscisse x dn point A, ce qui 
est le cas de la flgiire. L'axe du couple qui résulte de la trans- 
lation de Y' au point est alors évidemment positif, d'aptes 
Sa convention faite plus îiaut ; sa valeiu' absolue est 
Y X 01, et coHimo ici 01 = :£, il est égal à a: Y. Je dis qu'il 
est égal â x'i dans tous les cas. Pour le prouver, il y a quatre 
cas à examiner suivant les signes de x et de Y ; comme nous 
en avons examiné un, il n'en reste plus que trois. Mais le rai- 
sonnement étant le même pour tous, nous bonierons notre 
examen à un seul, celui, par exemple, de x < et Y > 0. 
Supposons donc que le point d'application soit eu A'; la 
valeur absolue du moment est encore la même que celle de 
*V, mais il est manifeste que le sens du couple de translation 
est changé. Donc la valeur algébrique du moment est encore x\. 
On verrait absolument da môme que le moment de X. est 
égal à — yX; par suite le moment de la force F a pour 
expression asY — i/X . 



17S. Moment il'im 

uml d'vnr. foi 







un axo. — On aitpelle 
à in) axe le moment, par rap- 
porta un point quelconque de 
l'axe, de la projection de la 
force sur le plan perpendicu- 
laire à l'axe mené par ce point. 
Soient zz' Vase, un point 
quelconque de cette droi te 
et P le plan perpendiculaire 
mené par le point 0. Soient, 
d'autre part, F la force appli- 
quée au point A et af sa pro- 
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jeclioïi sur le plan P. L;i valeui' numâritjue du moment do l' 
par rapport à l'axe zz' esL égale, par définition, au double de 
Taire du triangle Oaf: par suite, si 01 est la perpendiculaire sur 
af menée par le point 0, l'expression du moment est 01 X f- 

Appelons fi la plus courte distance de Taxe et de la force et a 
leur angle; on a évidemment 01 = S et, si l'on mène A/'' 
parallèle à af, le triangle rectangle A/'F donne A/''-= Ar.sina, 
c'est-à-dire /■= F sin a. 

L'expression du moment prend donc la forme 
I' , 5 . sin a,, 
en vertu de laquelU' on voit ((uc le moment est nul clans l'un 
des deux cas suivants : 1° quand la force rencontre l'axe (lu 
lui est pai'allèle ; 2° quand la force est nulle. 

Il résulte d'ailleurs aussi de cette expression que le moment 
ne change ni quand on déplace le point sm' l'axe, ni quand 
on déplace la force sur sa ligne d'action, ni enfin quand on 
déplace la force dans un plan parallèle à l'axe . 

Ajoutons que si l'on a à prendre les moments de plusieurs 
forces par rapport à un axe, il y a lieu de fixer sur cet axe un 
sens positif Oï, un sens négatif Oz', et d'affecter du signe 4- les 
moments portés dans le sens de vers s, du signe — les aulres. 

179. Théorème. — ie fîtonte/it d' une force pav rapport à un 
axa est ét/al, en Çjrandcur, direction et sens, à la proj''cli<ii< sur 
cet axe du moment de In force par rapport à un pniiii. 'pirl- 
conqve de l'axe. 

Soit un point quelconque de 
l'axe et soit F la force ; comme 
elle peut être déplacée à volonté sur 
sa ligne d'action, on peut supposer 
qu'elle soit appliquée en un point I 
du plan P perpendiculaire à l'axe et 
passant pai* le point 0. Décompo- 
sons-la en deux autres Ifi et I/, la 
première parallèle à l'axe et la deu- 
xième située dans le plan P; celle-ci est la projection de F sur le 
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plan p. Le moment de F par rapport au point est la somme géo- 
métrique des moments de f et de j\ (173). Or, le moment de /'i 
est nn vecteur OQ situé dans le plan P ; le moment de f e«t un 
vecteur OK porté sur z^\ par suite le parallélogramme cons- 
truit sur OK et sur OG est un rectangle dont la diagonale OL 
est le moment de F par rapport au point 0. Jlais le côté OK 
de ce rectangle est la projection de OL sur :;', et d'autre part 
OK, moment do /' par rapport au point 0, est aussi le moment 
de F par rapport ii l'axe ; la proposition est donc démontrée. 

■180. Apiilîcatlon. — Ou donne les courchniiices du poini d'n}>' 

plii'iili'-:: ■,' / ■' ■ .j./'(j.vrtiito d'une foi-ce par rapport à Irais axox 
ilr rvi .. . iiiiiilaires; calculer les expressions des coin- 

jifMi,': ■:. /'■'- ■.((/.-,/ lices Iroh axes, du momeni de la forée 
parrappori'i l'oriijine. 

Le moment d'imo force F par rapport au point étant un 
vecteur, on peut considérer ce vecteur comme la somme géo- 
métrique de trois autres, dirigés 
respectivement suivant Oar, Oij et 
0:; il s'agit de calculer les expres- 
sions de ces trois vecteurs au moyen 
des coordonnées a,', i/, ; du point 
d'application de la force et des com- 
posantes X, Y, Z de cotte force sui- 
vant les axes. Pour cela, nous re- 
marquerons que la composante do 
ce vecteur suivant 0; est égale, en vertu du théorème précé- 
dent, au moment de la force par rapport h 0;, c'est-à-dire au 
moment par rapport au point de la projection de la force 
sm' le plan xOij. Mais la projection de la force sur le plan 
xOi/ est une force appliquée en un point [-x, y) de ce plan et 
dont les composantes sont X et Y ; donc, en vertu du numéro 
177,. son moment par rappport au point est égal à 

cette expression est aussi celle de la composante suivant 0; 
du moment de la force F par rapport au point 0. On en déduit 
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les autres composantes en peniintant circulairement les leUres 
.F, y, z et X, Y, Z. Si donc L, M, N sont les composantes clier- 
cliées suivant les axes respectifs Ox,Oij et 0;, on a 

L = >/'/. — zY, 

M=;X — a;-Z, 

N ^ a-Y — yX. 

l*il. Remakoue 1. — Par définition les quantités L, H, ^' 
re])résentent aussi en grandeui- et signe les projections sur les 
axes respectifs Ox, 0;/ et 0; de l'axe du couple (^ui naît de la 
translation de la force F au point 0. D'après cela, soit 
Fi, Fî, . . ., F,i un système do forces applinuées à un corps 
solide. Supposons que l'on Iransporte toutes ces forces paral- 
lèlement à elles-mêmes au point et soient, d'une manière 
générale, L;, M;, N; les projections sur les axes de l'axe du 
couple de translation de la force F,. L'axe du couple l'ésnltanf 
étant tasomme géométrique des axes des couples composants, 
sa projection sur un axe quelconque est égale à la somme 
algébrique des projections sur le même axe des axes des cou- 
ples composants. Si donc L, M, N sont les composantes sui- 
vani 0.t, Of/ et 0: de l'axe du couple résidtanl, on a 
L = SU-, M = SM,-, N =^ ÏN;. 

182. REMARQt'i! IL — A cause delà signification des lettres L, 
M, K, et dans le cas particulier où les forces Fi, Fa, , . , , F„ ont 
ime résultante, ces fomiules peuvent encore s'énoncer ainsi ; 
Lorsque plusieurs forces ont une résultante, lemometil de celle 
résultante par rapport à un axe quelconque est é^al à ta somvii: 
alf/iibrique des moimnls des composantes par ruiqnirl an iiifmn 
axe. 

En effet, L, moment de la résullanfc par rapporl à Ox, esl 
égal h SL;, c'esl-à-dire à la somme algébrique des monienis des 
composantes par rapport au même axe. 

180. Expressions analytiques des conditions d'éf[uilH}i'e d'un 
système de forces, — Les développements contenus dans les 
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numéros précédents permettent d'exprimer analytiquement les 
conditions d'équilibre d'un système de forces, en exprimant 
que la résiiUante générale est nulle, ainsi que l'axe du couple 
résultant relatif à un point. Or, pour que la résultante géné- 
rale soit nulle, il faut et il suffit que chacune de ses projections 
sur trois axes formant un Irièdre soit nulle ; d'autre part la 
proiectioîi de la résultante sur un axe quelconque est égale à 
la somme algébrique des projections des composantes. Donc 
pour que la rcsuUanie gmérale soil ni.i}li\ il faut et il suffi! 
iju'en projetant toutes les forces sur trois aj 
drp., la somme algébrique des projecHons su 
soit nulle. 

Pareillement, j^our que l'axe du couple n 
poini wif nul, il faut et il siiffii qu'en projclunl sur trois iij:i:s 
fiiriiiniil lin Iriidre les axes des couples composants relaiift. vu 
ini'nai- point, la somme algébrique des jirojecl ions sur chacun des 

D'après cela, soient F,, i'a, . . . , F,, les forces appliquées im\ 

points dont les coordonnées par rapport à trois axes recianriu- 

laires Ox, Oi/, 0; sont respectivement 

^'''i Appelons, d'une manière généra!';, 

/ Xi, Yj, 7.i les composantes de la force F, 

^. suivant ces trois axes et Lj, M,-, K^ les 

_____ composantes, suivant les mêmes axes, 
^ de Taxe du couple qui résuUe de la 
translation de la force F,- au point . 
Si l'on appelle de même X, T, '/. les 
composantes de îa résultante générale, L, M, N celles de luxe 
du couple résultant relatif au point 0, on a (181) 









et les conditions d'équilibre du système sont 
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X = 0, f L =0, 

Y = 0, [i) ) M = 0, 

Z = 0; ( N =0. 

Ajoutons d'ailleurs que, les axos étant rectangulaires, on a (180) 

(5) Li =- y;Zi — ;;Y;, Mj ^ ZiXr-x^li, ^i = a^'fY;— ;/,Xi- 

184. Condition pour qa'il y ait iine résulttinle. — Il faut ri 
il suffit que i'axe du couple résultant soit mil ou perpendicu- 
laire à la résultante générale. Ces deux hypothèses sont com- 
prises dans l'équation unique 

(6) LX-+-MY-1-XZ = 0, 

dans laquelle les six quantités X, V, 'A. I., M, N sont déluiics 
par les équations (1) et (2). 

11 est du reste bien aisé d' obtenir les coordonnées x, y, z du 
point d'application de la résultante, quand il y en a une. On 
a, en effet, pour les déterminer, les trois équations 

L = ,yZ — sY, 

M = ;X — icZ, 

N = a^Y — yX, 
qui se réduisent à deux en vertu de (6). Supposant qu'elles se 
réduisent aux deux premières, cela veut dire que le point d'ap- 
plication peut être pris arbitrairement sur la droite défmie par 
ces deux équations : cette droite est la ligne d'action de la ré- 
sultante. 

183. Conditioas pour quo le système se réduise A un couple. 
— II faut et il suffit que la résultante générale soit nulle (lliî)). 
Les conditions cherchées sont donc 

SXi = 0, SYi = 0, SZ, r= 0. 

iSfi. Équivalence de deux systèmes. — 11 faut et il suffit 
qu'en faisant la réduction pour le même point les couples 
résultants des deux systèmes soient identiques, ainsi que les 
deux résultantes générales (Hw). Si donc on désigne par des 
lettres accentuées les éléments qui déterminent les forces du 
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second système, les conditions d'équivalence des deii\ syH- 
tè.ines seront 

SX^ = SX;, / SLi = SL;, 

i = sz'i, ( s:ij =^ sn; . 

187. Système de forces parallèles. — Lorsqu'on a un sys- 
tème de forces parallèles, on peut supposer l'axe Gz parallèle 
à ces forces. On a alors 

X; =0, Y, = 0, '/., = )'„ 

et, les équations (§) donnent 

L, = ;/,l-i, Mi =^ — ;.;,-t'',. M; =: 0. 

Par conséquent 

X = SX; = 0, Y = SY, ^0, Z = SP,-, 

{!) L = SF;!/,-, M=:~SF,-a'i, N = S>;,- =.^ 0, 

La condition LX + MY -i- KZ = tîst renipiic ; si doiif: 7. 

/'Il SF( îiV.sf pan nulle, on a une résultante. Le point d'applica- 

tiiin do cette résultante sera défini par les équations 

L = ?/Z — sY, M = zS. — xZ, 

On en déduit les i'onnulOH 

^ _ SPiXi __ SFi,7, 

* " TfT ' '' " "sfT ' 

qui définissent la ligne d'action de k résultante. 

Si l'on, n SF; — 0, les forces se réduisent à un rouplr 
dont Faxe, perpendiculaire à 0;, est défini par les étjLi.'i- 
tions (7). 
Enfin, ies conditions d'équilibre sont 

ÏF, :^0, i:Ffy;=:0, SFiaTi=Û; 

d'où il suit que, pour qu'im système de forces paralliiew sotI 
en équilibre, il faut et il suffit que la somme algébrique des 
forces soit nulle, ainsi que la somme algébrique des moments 
par rapport à deux plans parallèles aux forces. Ces deux der- 
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nières conditions sont cxprimûes par les équations 
SF,.|/; = fit ï,FiZi = 0. 

188. Système de foi'ces non pai-allèles situées dans le inûme 
plan. — Comme dernier cas particalier supiiosoiis que toutes 
les forces soient dans le môme plan sans Stre parallèles et pre- 
nons ce plan pour plan xOy. Alors une force ciuelcon(iue, 1%, 
sera appliquée en un point de coordonnées a'i, y/;, 0, et aura 
pour composantes Xf, Y,-, ; par suite, en so reportant aux 
formules (S), on aura 

L, :^ 0, M, ==■ 0, Ni == i-,Y,— f/iXf. 

X = SX;, Y = SY;, Z ^ 0, 

L = 0, M^O, 1\ = ÏN,. 

L'axe du couple étant toujours, d'après cela, perpendicu- 
laire h la résultante générale, si celle-ci n'est pas nulle, les 
forces se réduisent à une, dont le point d'application j:, ;/ est 
nn point de la droite représentée par l'équation 

Les conditions d'équililn'e se réduisent ici à trois, savoir : 
SXi = 0, SY, = 0, SNi^O; 

les trois autres sont identiqii.ement satisfaites. Les trois con- 
ditions d'équilibre peuvent évidemment s'énoncer encore de la 
manière suivante : Pour qu'un sijMmc di: forces si!uA:s daiu 
le même plan no'd en équilibre, il faut et. il mfjil qur lu sii'iniu- 
aUjà.hriqup, de Ipurs proj^'clioiin .vi' dr.tix axfls vrl"iiij<'liiin''< 
siluis daiin ce flan soil uiillf, i-l qu'il c» .«j<7 '''■ nn-mr ilr lu 
somme alijéhrique de Ir.m-s i:ii>iiinilx ji'ir nii/purl l'i mi fini, il de 
ce plan. 

18!). Remahque. — Les six. conditions d'éqiiiliitrr iluu -sys- 
tème de forces peurenl encore s'énoncer ainwi : 

Pour qu'un squlèiiu! de furecs appliquée!: û :i.i ror/is -•■■niid.i' 
soit en équilibre, il faut el il suffi! : 1" qiu: 1rs ^minurs ,il,jéhr,- 
qnns des projarJions di- loiitus ces forces sui' irol- n-m: f>rmiuil 
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un h-ièdre soient nulles; 3° qur. Icx .viminrs (dijébri-jv--i ilrsviD- 
ments par rapport à eus Iroù axes sioicni mdles érjuinniimt-. 

IDO. Théorème. -—■ Pour que trois forces appliquées â un 
corps solide se fassent éqiùlibre, il est nécessaire qu'elles 
soient s'UiiÉc.s dans le inêitie plan. 
Soiont A, B, C les lignes d'action des trois forces P, Q, iï. 
Considérons une droite qnolooni|iie 
i s'apimyimt sur ÎGS deux premiùri^s 
j>ar exemple, et prenons les mo- 
uients par rapporl à cette droite. 
Pour r|u'il y ait équilibre, il faut 
que la somme algébrique de ces 
moments soit nulle. Or, les nio- 
iiients de P et de Q par rapport à 
i étant (ividemmenL nuls, lasonnno 
jébriquc des moments se réduit au moment do R ; donc le 
moment de R par rapport à i doitûtie nul, ce qui exige que R 
et A soient dans le même plan. Supposons alors que A tourne 
autour du point Ij en s'appuyant sur P ; comme elle doit tou- 
jours rencontrer G, on voit que P et R doivent ôtre dans le 
même plan. Mais alors Q no peut leur faire équilibra que si 
elle est égale et opposée à la diagonale du parallélogramme 
construit sur P et sur R ; donc les trois forces doivent être 
dans le même plan. 

La condition n'est ÔYldemmont pas suflisante, ef, pour 
que trois forces situées daas le même plan se fassent équili- 
bre, il faut et il suffit qu'elles soient concoiirantes et que cha- 
cune d'elles soit proportionnelle au sinus de l'angle foruic par 
les doux autres (GO). 




y Google 



CHAPITUK Xlll 
ÉQUILIBRE D'UN COP.PS SOLIDE 

191. Corps libres ; corps gôués. — Commet les points maté- 
riels, les corps solides peiwcnt être lilirfis ou gihtés. Un coqis 
solide est libre quand on peut lui faire occuper une posiUon 
quelconque dans l'espace ; il est QênÂ dans le cas contraire. 
En particulier un corps solide mobile autour d'un point fixi' ou 
d'un axe fixe est gônô. D'après cela, la recherche des condi- 
tions d'équilibre d'un corps solide comprendra plusieurs cas, 
que nous allons examiner rapidement. 

192. Équilibre d'un corps solide libre. — Los conditions 
d'équilibre d'un corps solide libre sont identiques aux condi- 
tions d'équilibre du systi''me des forces qui agissent sur ce 
corps. Ces conditions ont été dnumérécs et établies dans le 
chapitre précédent, nous n'y reviendrons donc pas. 

193. ÉqulIltoM d'un corps soUdn inobilc autour d'un point 
fixe. — Lorsqu'un coi'ps solide a un point flse, on admet qu'il 
exerce sur ce point une certaine priixaiùn et qu'il éprouve de la 
part du point une réaclînn on résutaii c^ é'^s.lo et opposée, [Pi-ui- 
cijK du Viigalitê de l'action ni de la réaction.) 

Pour qu'il soit en équilibre, )'/ faiit et il suffi! qii<' Voxr du 
i;miple résultant relatif au piiwl fixe soit md. 

1° C'est nécessaire. — En ciï'et, si l'on appelle le poinl Q.sc 
et si l'on prend ce point comme centre de réduction des forces 
appliquées au corps, la résultante générale est détruite par la 
résistance ; il ne reste donc plus que le couple résultant, qui 
ne peut être en équilibre que si son axe est nul. 

2° C'e»t su-ffi,saiit. — Car si l'on prend le point comme 
centre de réduction, la résultante générale est détruite par la 
résistance du point, cl comme le couple résultan! est nul. il y 
a équilibre. 
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D'après cela, si Ton rapporte le corps à troix axus rcclangu- 
laires passant par le point lixe, et si l'on conserve les mfimes 
notations que dans les chapitres précédents, les conditions 
d'équilibre du corps se réduiront à trois cl s'écriront 
SL; = 0, iM,=0, i:K; = 0. 

Les composantes de la résultante générale., c'est-à-dire de 
la pression, suivant les in<jmcs axes sont d'ailleiirs 
X = SX;, Y = Sï„ Z = SZi. 

19i. Remarque. — Les conditions d'équilibre peuvent encore 
a'énoneer ainsi ; 

Pottr qu'un corj3S solide qui a iinpoint fixe soit en équilifire. 
il faut et il suffit que toutes les forces appliquée au corps areiil 
une résultante nulle ou passant par le ^Joint fixe. 

En effet, pour que l'axo du couple résultant relatif à un. point 
soit nul, il faut et il sutïK qu'il y ait une résultante nulle ou 
passant par ce point. Ou s'en assiirc en faisant la réduclion h 
une force et à un couple pour ce point. 

193. Équilibre d'un corps luobUe autoui' d'un axe fixe, - 
En vertu du principe de l'égalité de l'acUon et do la réac- 
tion, les divers points du coi-ps situés sur l'axe exercent 
des pressions sur les points correspondants de l'axe et éprou- 
vent, de la part de ces points, des réactions égales ci opposées. 

Pour qu'un corps solide mobile autour d'un axe flx': sz' nnit 
en équiUùri; il finil <-l il ■•^ii//il qiw l'o.vr du nuiph: ré-yiillaiU rela- 
tif â un }ini„l dr l'„.n: da rr.r,,,! niii,,, snll ,nil ui, ,,rr,,r,>dlculairl' 

1° C'est nécessaire. — Car si l'on fait la réduction pour un 
point de l'axe, la résultante générale est dé- 
G truite par la résistance de ce point ; si alors 
"^1 l'axe OG du couple résultant n'est jjas nul, il 

I l>eut èlre ilécomposé en deux, OU et OK, le 

■^K itrcmier dirigé suivant l'axe de révolution, et le 
(louxièiuo perpendiculaire à cet axe. Le bras d(? 
levier dii couple OK peut ôvidemnront être 
nnucné à coïncider avec ::' et alors les deux 
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i'ouces qui constitueiil ce couple sont détruilcs [lar la résis- 
tance de l'axe. Si donc OH n'est pas nul, le couple dont il est 
Taxe aura pour effet de faire tourner indéfiniment le corps 
itutour de ss'. Par suite, pour qu'il y ait équilibre, 11 faut que 
OH soit nul, c'est-Èi-dirc que l'axe du couple résultant soit 
perpendiculaire îi z^'. 

2° C'est suffisant. — C'est éYÎdenl si OG est nul. Si OG n'est 
pas nul, il se réduit îi OK qui est défruit par la résistance de 
l'axe, en vertu du raisonnement fait dans 1°. 

D'après cela, si l'on rapporte le corps à trois axes rectangu- 
laires dont l'un soit zz\ il n'y aura qu'une seule condition d'ô- 
quilibre exprimée par l'équation 

SNi =^ 0, 
qui exprime aussi que ta xomme. alf/éùriqwi des momenU, par 
l'apport à l'axe fixe, des forces qui agisaent sur k coi'ps doit être 
imite, et que cela est suffisant pour l'équilibre. 

196. Remarque. — 11 est clair que les pressions supportées 
par l'axe sont indéterminées ; car non seulement la position 
du point sur ï:' est indéterminée, mais on peut aussi faire 
varier à volonté les forces du couple résultant. 

'197. Équillbr»! d'un coi'ps solide mobile autonr il'mt axe et 
pouvant glisser le lono de cet axe. — Il faut évidemment et il 
suffit que le corps ne puisse ni tourner ni glisser. Pour qu'il 
ne puisse pas tourner, il faut et il suffit que l'axe du couple ré- 
sultant relatif à un point quelconque soit nul ou perpendicu- 
laire à l'axe de révolution. Pour qu'il ne puisse pas glisser, il 
faut et il suffit que la résultimte générale soit perpendiculaire 
à l'axe. 

Par conséquent si l'on prend l'axe de révolution pour axe des 
s, les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre 
seront 

SN; = et ï;Z, =x 0. 

198. Équllilii'e il'uii coi'iis solide s'appuyanl sur un plan îise 
par un ou pluslem-s points. — Quand un corps solide s'appuie 
sur un plan fixe par plusieurs points, on appelle polygone de 
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Hii.st'.'iilalioli un polygone convexe ayant pour sommeil dos 
points (l'appui et tel que tons les aulres points d'appui soioni- 
à l'intérieur do ce poly^'one. 
Pour qu'un corps solide tissujetti ii ces condiiions soit eu 

équilibre, il faut •:! il. sd/fi! ipin (uutr.H 1rs fora-x iini i'<ii-i--<ri,l 
sur lui ainni n»e ,rsi'IUn>h: riwmnU- i'H/>la„, /e rninm.lraul à 

kpla,;. 

Soient, en effet, Pi, P?, ... les points d'appui. La pression du 
corps développe dos réactions normales au plan, et appli- 
quées aux points P(, P^, ... ToutcH ces rôactions sont des for- 
ces parallèles et de même sens ayant une résultante normale 
au plan et appliquée en rm point situé à l'intérieur du poly- 
gone de sustentation, Cette résultante devant ûtre équilibrée 
par les forces appliquées au corps, celles-ci doivent avoir une 
résultante, normale au plan, rencontrant le plana l'intérieur 
du polygone de srrstontation (') et qui doit presser le corps 
contre le plan ; donc les conditions énoncées sont nécessaires. 
Elles sont suffisantes ; car, si elles sont remplies, en peut dé- ' 
composer (96) la résultante des forces appliquées au corps 
" en trois forces parallèles et de même sens qu'elle, appliquées 
en trois des sommets du polygone de sustentation et détruites 
par conséquent par la résistance du plan. 

En particulier, s'il y a LUI seul point d'appiri, la n^sullanlo 
doit passer par ce point. S'il y en a deux, elle doit rencontrer 
la droite qui les joint en un point situé entre ces deux, points; 
en la décomposant alors en deux forées parallèles et de même 
sens appliquées aux deux points d'appui, on aura les pressions 
supportées par ces points. De même s'il y a trois points d'appui, 
la résultante doit rencontrer le plan h l'intérieur du triangle 
fonné par ces trois points et, en la décomposant en î.rois 
autres parallèles, appliquées aux sommets du triauglej ou 
pourra évaluer les pressions supportées par les points d'appui. 

(') Ceui résulte de la consti'iictiiMi du centre des forces pai'allèlcs, quand 



y Google 



Il n'esi. plus possible d'évaluci' ces puesslons quand U nombre 
des points d'appui est supérieur à li-ois ; car alors le problèmt; 
est indétcmiinc (90). 

199. Équilibre d'un système de corps. — Chaque eorps exerce 
une action sur le corps voisin et éprouve de la part de celui-ci 
une réaction égale et opposée ; de sorte que l'on peut rempla- 
cer l'action de chaque corps par une force de grandeur et de 
direction convenables. D'après cela, la méthode générale pour 
exprimer l'équilibre d'un système de corps consiste à con- 
sidérer chaque corps comme lilDre et soumis : 1" à l'action 
des forces données ; %" aux réactions des corps voisins ou des 
forces remplaçant les liaisons existantes. 

En écrivant alors les conditions d'équilibre de chaqiie corps, 
on aura des équations permettant de définir et les positions 
d'équilibre et les réactions mutuelles. 

âOO. Remarques. — ]." Si l'un des corps est réduit b. un 
point, on considère ce point comme la limite d'une sphère de 
rayon très petit, et si le corps voisin est une surface unie, on 
applique au point des forces opposées de même intensil.é et 
normales à la surface. 

2" On opère de même si l'iui des corps se termine inir une 
pointe reposant sur une surface (inic, 

201. Tension d'au fil. — Comme cas particulier exaininons 
celui où l'iin des corps est un iîl. Dans ce cas, nous suppose- 
rons toujours le fil sans poids. Pour qu'il y ait alors équilibre, 
il faut que la résultante des corps voisins sur l'extrémité A du 
fi! soit dirigée suivant le 111 AB et soit égale et opposée à la 
ri'sultante des actions sur l'extrémité 
"* J~ g *■ B. Il faut de plus que ces deux résul- 

tantes tirent le fil et non pas qu'elles 
soient dirigées l'une vers l'autre. Chacune de ces forces s'ap- 
pelle la tension du fil ; enfin, chacune d'elles est égale et oppo- 
sée à la force qii'il faudrait aiiplîquer au corps voisin pour 
remplacer l'action du lil. 
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"im. Appiication !. — È^iiiililirr iF .nw ha,;-r h'i»niiifiii' .Ir 

On peut consklérev lu barre comme libre ol soumise : 1" ii 
son poids P, .appliqué ou son niilici\ G ; 2" aux réactions R 
et R' des deux plans inclLni5H,a])pliquéos aux extrcmiWs A ol B 
de la barre et respectivemenl. nonnales à ces deux plans. Pour 
qu'il y ait équilibre, il faut donc d'abord que ces trois l'orcew 
soieni situées dans lomôme pluu Q, qui sera perpendiculiûre 
aux deux plans inclines puisqu'il 
contient R et Ji', et qui sera, par 
suite, p er]) end icul aire !i leur in- 
lersection. Mais le plan Q con- 
linnt au^si lafoi'co verticale P; 

i\ il ■■:■! ■>■ Ji:i:iil, et comme il 

!■ : ; ■ I :^i' fi l'inEersec- 

ii .■i.'-i' |i';i]i- inclinés, celte 

intersection doil être horizon- 
tale. 
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Ainsi, pourqu'il yait équilijjre,. 
il faut d'aboi'd que Vinlersection 
des deux planis inclinés soit horizontale, et que la barre soil 
située dans un plan Q perpendiculaire i\ celle intersection. 

Cela posé, si Von prend le plan Q comme plan du tableau 
el si l'on appelle GOD la section des deux plans inclinés pru- 
ce plan, le problème est ramené au suivanf : 

fin'' hui'Pf. UomoiJihU: Aiï, de lioidu P, rr/ms'- /n:,- sis r.rh-i'nnih's 

snr u)t n,i<jk vfflicftî COD; livvuei- -w /xixiiii.ii ff/'i/iiiliùrn. 

Supposons que la position d'équilibre ail été Irouvce et lap- 
porfons le système à trois axes rectangulaires passant par le 
point (î et définis de la manière suivante : G; est la verticale 
du i)oinl G ; Gcc est perpendiculaire à cette veviiealit d;uis Ir 
plan Q, et Gf/ est perpendiculaire au plan Q, Les ['olcc- '.'. Il 
et R' qui agissent sur la barre étant sitiiées dans le plan ili.r, 
les six conditions d'équilibri! se réduisent à trois (1«B> : 

SX; = 0, 2Z,- = 0, SM; = 0. 

Or, si l'on prend comme iiieoiniuo l'angle 1 que la barre fai! 
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avec Gar, et si l'on appelle a et p les angles aigus respectifs que 
les deux plans inclinés font avec un plan horizontal quelcon- 
que.', on a 

SX; = IV sin p — R sin ^, 

SZ, =^R' cos p + Rcos I — P, 
D'autre part, si l'on mène ios perpendiculaires Gl el GH sui 
R et sur R', on a 

ï:M; = R'XGH— RXGI; 
mais GH = GB cos (p — 0) et Gl = GA cos (o -H 0) ; 
donc, puisque GA = GB, les équations d'équilibre sont 

R' sin li — R sin « = 0, 
R' cos p H- R cos a — P = 0, 

R' COS(? — 0) — RcOs(a-i-O) = 0. . 

Les deux premières défuiissent R et R', eL la troisième 
détennine 9 quand on connait le rapport r^,- De la première 
et de la troisième on déduit du reste successivement 
sin p 



11) 



cos (« -^- 0) cos (p — 0)' 
(cos f cos Oh- sin psin'l) = sin p (cos !< cos H- 

....-JÉ-lt?--) 



203. Heharol'e. — On 




les deux trianjrles GCA 



2 sin a sin p 

lur.'iil. pu trouver cette équation plus 
simplement en remarquant que si 
iu barre est en équilibre, chacime 
des forces R, R' et P est é^alc et 
iipposée à la résultante des deux 
antres; il en résulte que la verticale 
du point G doit passer par l'inter- 
section de Retde R'. D'après cela, 
soient AB la position d'équilibre et 
G le point de rencontre de R avec 
iî' ; comme CG doit être verticulo, 

l (iC.B donnent 
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GG ^ GA 
sin A siri X ■ 
GC _ GB 
sin B ~ sin p ' 
Mais 011 voil. facilement que losi mi"'-mes Iriaiigles donnoni 
sin A = ainf-^+ œ^-l) ) ot sin B ^ sin f-^ -!-§-— oV Eu 
remplaçant et en divisant membre à membre, on aura dom 
siii X __ cos (^+ 9) 
sïïTp ~ cos (?— 0)' 
ce qui n"est autre cliose que l'é<jiiii(Lon 'ij; un achève cusLiilc 
le calcul comme plus haut. 

20-i. Application U, — Ti-duki- laj'O-filio" d'rquilibiv de (kii.f 
xpkvrp.s pamnlua lamjf.nlM niilr-: i:IJ,i::i cf Imtiicnl'is à doitœ planx 
inclinés. 

Soient et 0* les deux sphères de poids respectifs P et V. 
On peut considérer la première sphère comme Hbi'e et sou- 
mise à trois forces : son poids P, la réaction R du plan Q 
auquel elle est tangente, et la réaction ^ de la deuxième sphère. 
Comme ces trois forces doivent se l'aire équilibre, il faut 
([u'elles soient dans le même plan ra qui doit satisfaire aux 
conditions suivantes : il doit être veriical et perpendicnlairc 
au plan Q ; il doit passer par le point 0, puisqu'il contient P, 
et par le point 0', puisque p est normale îi la sphère 0', 

On peut de même considérer la sphère 0' comme libre cl. 
soumise à trois forces : son poids P", la réaction E' du plan 
Q' auqixel elle est tangente, et, la rèaclion p' de la sphère 0, 
réaction qui est du reste égale et opposée à p. En raisonniuit 
comme pour la sphère 0, on voit que ces trois forces doivent 
être contenues dans un plan ta' qui doit être vertical cl per- 
pendiculaire au plan Q*, qui doit passer par le point et par 
le point 0'. Il est clair d'après cela que les deux, plans m el ra' 
coïncident suivant un plan vertical perpendiculaire à la fois à 
Qet àQ', par suite perpendicvdaire à leur intersection; dès lors 
celte intersection doit être horizontale, 
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Cela posé, prenons comme plan lUi tableau le plan voi'licul. 
mené pai' les centres des deux, sphères et qui contient, d'nproH 
les raisonnements préei5den.ts, toutes les forces appliquées à 
àl'autre des deux sphères. Soit CciD la section faite pur 
ce plan, dans le dièdre clétenuiné 
parles deux, plans Q et Q', c'est- 
à-dire le rectîUgue de ce dièdre, 
puisque son arête est horiïon- 
(alc, Appelons ï et a' les inclinai- 
sons des deux plans Q etQ' sur le 
plan hori/.onlal, et prenons enfin 
comme inconnue l'angle fi de la 
lii^ne dcïi centres avec l'hotii^onlale du plan du tableau. Pour 
écrire que la sphère est en équilibre, il suffit d'observer 
qu'elle est soumise 'à trois forces situées dans le plan du 
tableau et passant par le point ; par conséquent, il suflit 
d'exprimer que les sommes algébriques des projections de ces 
forces sur une verticale et sur une horizontale du plan dn 
tableau sont nulles. On ubliunt ainsi, sur la verticale, 

(i ) U cos ï -h p sin ~ P ^ il ; 

et sur rhorizontalo, 
(2) Rsin^ — ? cosO = 0. 

En opérant de même pour la sphère 0', on aura les équa- 
tions 

(;î) R' cos a' ~ î> sin — P' = 0, 

(4) H' siu %' — p ces — 0. 

Ces quatre équations définissent R, R', p et 0, Iles éqv.i- 
tions (1) et (2) on tire 

P cos P sin H 



(5) 



R = 



cos (a -1-0) cos («-t 

pareillement des équations (3) et (4) on tire 

P' cos P' sin 



0)' 



(6) 



R':=:^- 



COS (a' 
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Kii (égalant los valuuis de p, on a l'éfjuatioii qiii déteinimo ; 
P sin r, r" sin a' 

COS {n-l- 9) ~^ COa (a' — G) 

ni que l'on peni; écrire successivei] leni; 

P sin y. COS (:<' — 6) ■■^--- P sin a' oos (^ + 0), 
(l*-t-P') sin M sin a' sin û - (I** sîii a' oos a— P sin a cos k') cos ; 
<in (;ii lire 



l" sin y.' 



- P sin a COS a' 



(P+P')smccsin«' 
L'iiiig'itt II étant ainsi délerrainô, on aura R, K' el p nu 
moyen dos équations (3) et (6). 

"20"). Application III. — Cii puiiil miUêrkl. M de poids V i;s/ 
moliUf dans un hémisiihih'ii ; il. eut vnliaché à im fd inexlensilrla 
■il, sans poidi ijui passe sur te bord de î' hémisphère id suppinii' 
un poids Q l'i son exInimUé; trouver la position d'éqmUhi-e. 

On iteiU considérer le sytiUiino comme formé : i" du cordtju 
soumis nii poids Q et ii la tension T produite par le poini M ; 
2" lin point M soumis an poids P, à la réaction 'I." du (il, é^;;ile 
ol opposéo il T, enlin îi une réaclion R nonnaln ù riiéiiiis- 

l,i'< i!('i[\ forces et T ne peuvent se faire cfinilibre ■.■m\: le 
[il (jiii' si elles ont la même intensité ; donc Q -- T el 
1" -- n, lie sorle fjue lout ^le passe comvne si l'on tranw- 
|)oii!Hl 1;\ l'orcù Q au point M. Non^ 
)\\':-- (liiiie 11 cJiercher les positiimt- 
riiiililne (lu point M soumis aux 
is r,„rr^ I'., a etr ou q. ces li'ois 
ni.'s di)i>,tnl, èlre dans le même plan 
■lical passiml, par le cenlrc de l'hé- 
misplière ; si donc; on prend ce [ilan 
comme plan rtn tableau, et «i on xu'. 
veul pas délerminer R, pour avoir les 
positions d'équilibre il suffira do prendre les moments par 
rapport an point 0. Prenanl alors l'aLtfiie A.OM = x comme 
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inconnue, on voil iinmêdiatement que cet anglo o-l (Iricniiiiic 

]inr Véiiiiation P. OH = Q.OK, 

011 l'r cos X = Qr COS — i 

ikiis laquelle c est le rayon, (le riiémisplière. Un peul fcr'n-f 
cette équation sous la forme 

de laquelle il résulte qu'il y a toujours ileux valeurs réelles 
pour cos— ; déplus — i et ■+-) substitués à eos —■ don- 
nent respectivement P -i- Q et F — Q comme résnllats; 
de sorte que si P > Q, les deux racines sont comprises 
entre — l et -1-1 et le problème admet deux solutions. 

Si P < Q, le problème n'a plus qu'uue solution. 

Si, après avoir déterminé x, on voulait déterminer R, il 
faudrait projeter sur la verticale du point M et e.^primer que 
la somme algébrique des projections est nulle. 
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PREMIÈRES NOTIONS SUR LES MaCHlNES SIMPIES. 
LEVIER ET BALàWCE 

20r>. Définition et ciasslllcalion des machines. — On ne peiil 
pas employer directement les forces à yaincre une résistance 
ou à produire un mouvement. On obtient ces résultats par 
rintermédiaire dos machùies. 

Une machine est tin corps ou un système de corps ^Onés 
par des obstacles fixes. [1 y a plusieurs sortes de machines ; 
les iines ont un point fixe, comme le leoier et les balances ; les 
autres ont un axe fixe, comme les pouUeii cl le trevil: cVaulres 
enfin sont constituées, comme la plan, iiic(i)ie,parun seuljdan, 
qui est fixe et sur lequel s'appuient les corps que l'on sou- 
met il l'aclion des forces. 

On utilise principalement les machines â l'étal dp iiKuive- 
ment, mais nous les étudierons d'abord à l'élal de ropos, 

207. Levier. — Le Icvieresl un coi-ps solide qui a un pniul 
lixe, appelépomf d'appui. Il sert principalement îi soulever un 
fardeau, c'est-à-dire à vaincre une r^îsislaiice au moyen d'une 
force appelée \a]nds.m)ir,e. 

Soient P la puissance, Q la résistance et le point d'appui. 

Si l'on négli^'e le poids du corps, pour que les deux forces P 

el Q se fassent équilibre il ffut <■/ '7 

su//il qu'dlM nient nnr rr-'^'illoiil-: H 

'/■un rjilte rdsuUaule pasxc pur II- poiiii 

^ (101). 11 faut donc d'abord que les 

y — i^ deux forces P et Q soient situées duns 

* ' un môme plan avec le point et, en 

outre, ([ne la somme algébrique de 

leurs moments par rapport au poiut 

soituuUo (IM). Si doncp cl q soni les lon^-uours îles perpen- 
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riiculaires menées du point sur les lignes d'action des 
deux forces respectives P et Q, pour que ces deux forces 
soient en équilibre, il faut que l'on ait 
Pi' - Qg. 
Les longueurs p et q sont appelées les deux /urn du loviev, 
et l'égalité précédente montre que l'on peut toujours dêlor- 
miner p connaissant P, Q et ij. Par conséquent avec une 
puissance et un levier domu's on peut vaincre, tUôoriquemeiit, 
une résistance quelconque, appliquée en un point quelcont^ue 
du levier : H suflit, pour cclii, de choisir convenablcmenf le 
hras de levier de la puissance. Pratiquement, il n'en est pas 
fiinsi à cause du poids et ilu défaut de résistance du levier. 

La résultante des deux forces P et Q, quand le levier est on 
équilibre, s'appelle lajin-nsion sur le point d'appui. Son expres- 
sion est 

R:^ v^=-l-Q^ + 2PQcos(P, q;. 
Lorsque les deus forces P et Q sont parallèles, et sont de 
plus appliquées en des points A. et B en 

^^___ 4— P ligne droite avec le point 0, les moments 

/ '^ / sont proportionnels à P. OA et à Q.OB-, 

p / pour qu'il y ait équilibre, il faut alors que 

£, les forces P et Q soient inversement pro- 

portionnelles aux bras de levier OA et 
Oii. On distingue, du reste, dans CO cas trois yenros île 
leviers. 

Dans les leviers du ;)rCTii(Vi' .'/«'«■c, le point d'appui est situé 

entre les points A et R. La ^niiee à talon qui sert ii soulever 

les pierres de taille et la balance ordi- 

, p naire sont des leviers du premior^cnre. 

Dans les leviers du second i/mu-e. lels 

que la brouette, c'est le point B qui 

est situé entre les points A et 0; la 

puissance est encore inférieure ii la 

résistance. 

Enfin, dans les leviers du Iroisiévis 'jnnrc, le point A est 

situé entre les points et B; on ouirOj la puissance esl supé- 
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Heure à la résistance. Les meules à repasser les coulGiti 
des leviers du troisième gem'e. 



208. Balance oi-dinaii'e 

liior les poids reliilifs dos 




U\ lial;uice ordinaire serL à éva- 
ps. S;i partie essenLieile est un 
levier du premier genre ou 
//(■"!(, qui repose, par l'arête 
d'un couteau d'acier, sur un 
plan horizontal de même mé- 
tal ou en agate, supporté par 
une colonne. L'arête rem- 
place le point fixe du levier. 
Aux extrémités A et B soni 
disposés deux couteaux, dont 
1 uete \J^e est ju-dessus, et qui supportent les plateaux de la 
balance On a ndopto cette disposition des trois couleaiix pour 
éviter les frottements qui s'opposeraient à la mobilité du 
l'appareil. 

Poiir évaluer le poids d'un corps, on le place dans l'un des 
plateaux de la balance et on lui fait éqiidibre avec des poids 
marqués, placés dans l'autre plateau. Nous allons voir que tout 
se passe comme si les poids de chacun tics plateaux et du corps 
qu'il contient étaient réunis en une seule force, appliquée à 
l'arête de suspension du plateau. 

Nous observerons tout d'abord que la balance se compose 
en réalité de trois corps gèaés : le fléau et les deux plateaux. 
Pour étudier les conditions d'équilibre de la balance, il faut 
donc étudier les conditions d'équilibre de chacun de ces corps, 
comme cela a été indiqué numéro 19!). Gela posé, supposons 
en premier lieu que les deux plateaux soient vides, et occii- 
pons-nous de l'équilibre de l'un d'eux, celui (^ui est suspendu 
en A par exemple. Ce plateau est soumis à l'action de son 
poids p, appliqué en un certain point fî, et exerce une cer- 
taine action sur l'arête A du iléau; il éprouve donc, de la part 
du fléau, itne réaction R égale et opposée; par suite, il. est 
soumis à deux forces : sou poids p, appliqué en G, et la 
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réaction P., appliquée en A. Par conséquenl, pour qu'il soit 
eu équilibre, il faut et il suffit que les deux forces P et It 
soient égales et directement opposées. Il faut en particulier, 
pour cela, que G soit sur la verticale du point A, et, do plus, 
que Ton ait p = R. 

En recommençant le même raisonnement pour le second 
plateau de poids p' appliqué en G', et sur lequel le fléau 
exerce une réaction R', appliquée en B, on voit que G' doit 
être sur la verticale du point B et que Ton doit avoir eji outre 
p' = R'. 

Inversement, les actions dos piuteaux sur le Iléau sont des 
forces verticales égales, l'une à B, l'autre à R', et appliquées 
respectivement en A et en R. On peut donc, pour l'étude des 
conditions d'équilibre du fléau, faire abstraction des plateaux, 
à condition de remplacer leur action par deux forces égales à 
leurs poids respectifs et appliquées, la première au point A, 
la deuxième au point B. 

Si nous supposons maintenant que l'on place un poids P 
dans le plateau qui est suspendu en A et un poids P' dans 
celui qui est suspendu en B, nous pourrons recommencer les 
mêmes raisonnements et, par suite, en conclure que iotd su 
passe mmvw si les poids P el P' iHai<:ni appliqués respeclhe- 
menl en A et en B. 

209, Centre do oi-avité de ia balance. — On appelle centre de 
çirmilA de la balance, le point d'application de la résultante du 
poids du fléau seul appliqué en son contre de gravité, et de 
deux forces verticales jj et j/, égales aux poids respectifs des 
deux plateaux vides, et appliiiuées respectivement aux arôtes 
de suspension A et B des deux plateaux. Dans tout ce qui 
suit, nous appellerons ci la résullante de ces trois poids et y 
le centre de gravité de la balance, tel qu'il vient d'être défini ; 
de sorte que si l'on pSaee des poids P et P' dans les plateaux, 
pour éludier les conditions d'équilibre du fléau, on aura à étu- 
dier les conditions d'équiliJDre de trois forces : i" la force ver- 
ticale fil, iqjpliquéo au point j ; 2' les forées P et P', verticales 
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aussi, et appliquées respocUvomerit en A et en H. Pour plus 
(le simplicité, nous suppuserons quo lesarûtes des troi^i cou- 
teaux sont parallèles et ijue les trois forces ra, P et P' sonl 
appliquées en des points situés dans lo mémo phiii TOrlioa! 
perpentlicuiaire aux trois arêtes. 

210. Conditions île jiisLesse. — On dit qu'une Jialanee c^t juste 
si, le fléau étanUioriïonta! quand les plateaux sont vides, il 
demeure liorizonlal quand on place des poids égaux dan:i les 
plateaux, et si do plus, cette condition est remplie quels quo 
soient ces poids égaux. Nous allons montrer quo pour qu'une 
balance soit juste, îl faut : i' que le centre de gravilè g di: ta 
!j«.la>ii-x; soil sur la veiiicale du point de suspensîoii dv (Ij'.av ; 
-1" ijw: /''.v deux bras du fliiau soient isgaiix. On appelle d'ailleiii's 
Iji-tia du ftèau les distances iki point de suspension du [léan 
aux plana verticaux passant par les arêtes de suspensàon dos 
couteaux. 

Appelons en effet P los poids égaux placés dans les pla- 
teaux, 0« et Olj les deux bras de levier du lléau. Celui-ci 
peiil, ôti'6 considéré comme un corps 
solide ayant unpointfixe 0, et, pour 
qu'il soit en équilibre, il faut que la 
HOiiime algébrique des moments des 
[i'iiis forces rr, P, P, par rapport au 
point 0, soit nulle. On doit donc 
avoir P.Q/ï --- w.OO' + P.O'^ 

ouljien P(0rt - 0/;) = ro.OO'. 

Mais, le iîéau étant supposé liorizontal quand le^.. pkdeauN 
sont vides, pour quo la balance soit juste il faut quo cotio 
condilion soit remplie quel que soit P, ce qui exig-c que l'on 
ait 

Oa — 01,^0 et 00' = 0. 

Ces doux égalités expriment bien les condition,-; d(^ ju:.!c:):-i; 
éûoiieées plus baut. 

Les di-^vix conditions sont suffisantes au point de vue mécii- 
nique ; ollcs ne le sont pas au point de vue praiique, car il 
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faut de plus que l'équilibre soiL aLablc. Or, on constale faci- 
lement que le fléau penche toujours tVuii cûté ou de l'autre 
sous l'action de poids égaux, et cela, d'autant plus que ces 
poids sont plus coDSidérahles, de sorle qu'une balance n'est 
jamais juste, surtout si c'est une balance de précision. 

Il est d'ailleurs facile de voir que, pour la stabilité de l'é- 
quilibre, il faut que le point g soit au-dessous du point 0. Si 
en effet le point 'j coïucide avec le point 0, la force m est dé- 
truite par la résistance de ce point, et, les deux bras du fléau 
étant supposés égaux, quand on place des poids égaux dans 
les plateaux la résultante de ces poids passe encore par le 
point ; par suite le fléau est on équilibre dans n'importe 
quelle position : la balance est dite indiff-irenU et ne peut 
servir pour effectuer les pesées. 

Si le point (j est sur la verticale du point 0, mais au-dessus 
de ce point, quand le fléau est horizontal il est en équilibre ; 
seulement il tend à tourner do 180° quand on l'écarté légère- 
ment de sa position d'équilibre. Dans ce cas on dit que la 
balance est folh et elle ne peut évidemment pas servir. 

Enfin si le point (/ est au-dessous du point et si on l'é- 
carle de sa position d'équUibre, on voit facilement qu'il lend 
à y revenir. En effet, les deux poids égaux placés dans les 
plateaux ont toujours une résultante détruite par la fixité du 
point ; il ne reste donc que la force -m dont l'action tend, à 
ramener le fléau dans sa position d'équilibre. Donc le point ,'/ 
doit être situé au-dessous du point 0; d'ailleiu's la distance 
Qij n'est pas arbitraire, pour d'autres raisons qui vont être 
exposées. 

211. Conditions de sensiMitô. — Quand on place des poids 
inégaux dans les plateaux d'une balimce, l'équilibre s'établît 
sans que le fléau soit lioriKOntal. On dit alors que la balance 
est plus ou moins sensible suivant que l'angle d'écart est plus 
ou moins considérable pour une différence donnée des poids 
qui sont dans les plateaux. Il est clair qu'une pesée sera d'au- 
tant plus exacio que la balance sera plus sensible. Il ÎDiimrle 
donc d'étudier les conditions de sensibilité. 
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Considérons d'abord le cas où les trois points 0, A cf. lï 
sont en ligne droite. Soit rj lo centre de gravité de la balance, 
-, placé ail-dessous du point et sur 

la verticale de ce point, et soient 
P et P -\- p les poids placés 
respoclivcraent sur les deux pla- 
teaux. Sous l'action do ces poids le 
fléau se met en équilibre dans une 
position A'B' faisant l'angle a avec 
la position A.B supposée horizon- 
tale ; sdil akus /;' la nouvelle position du point g. Si l'on 
pose OA = OB ~ / et 0^ = d, le théorème des mo- 
ments par rapport au point 0, fpiand l'équilibre est établi, 
donne 

(1' -f^ p]l COS a = P; CO^ a + T^d V.m ï. 

On en déduit, 

et, par suile, deux valeurs de ^ dont l'une a, inférieure à ^ 
et l'autre égale à -j-i-^ -i^, La première correspond à. une 
position d'équilibre stable et la deuxième à iine positiim 
d'équilibre instable, car le point 'j' serait au-dessus du 
point 0. 

Pour la valeur a,, qui est la seule dont nous ayons à nous 
occuper, on voit qu'elle est d'autant plus grande que j) et I. 
sont plus grands et que ro el rf sont plus petits. Ainsi, le 
point fj doit être sur la verticale du point et au-dessous de 
ce point, mais h une distance aussi petite que possible, sans 
(ître nulle. Ajoulons que les balances de précision sont munies 
d'un dispositif qui pennet d'élever ou d'abaisser le point '/ 
suivant que l'on veut effectuer une pesée de précision ou une 
pesée rapide. 

Considérons maintenant le cas où les trois points 0, .\. et B 
ne sont pas en ligne droite, et supposons que dans la position 
d'équilibre, pour des poids égiuis, les deux longueurs OA 
et OB, égales a /, fassent un^jnème angle avec l'horizon. 
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Soit toujoni-s j; le centre de gravité placé sur la verticale 
du point 0, au-dessous de ce 
- point et fi une distance d. 
Soit a l'angle d'écart obtenu 
en mettant le poids P + ;i 
dans le plateau qui e»t sus- 
pendu en A et le poids P 
dans l'aiitre plaleau ; soit 
enfin (/ la nouvelle position 
du point g. En appliquant encore le théorème des moments 
par rapport au point 0, on doit avoir, dans la position d'équi- 
libre, 

Or, on a 

m\P+p) ^ {P-\-p)m ^ (V-h}>)l oos (Oh-ï), 
m'P = — P.OK = — P/cos(a — a), 
m'Ki = — ra.OL = — radsina. 
L'équation d'équilibre peut done s'écrire 

{P-\-p]l COS (0-1- a) = P/ COs(fl~ï) 4-W sill 7.. 

En développant cos (0 -i- n) ot cos (0 — :c), on ol)lionl 
une équation homogène en sin a et cos a, de laquelle on 
déduit 

pi cos 8 
'^ '' ^ W-i-(5P-i-2')'sinO' 

On voit d'après cela que la sensibilité augmente quand / 
augmente et que ra et rf diminuent, p conservant imc valeur 
constante. 

Elle est d'autant plus faible que P est plus grand, de sorte 
qu'il y a avantage à rendre la sensibilité indépendanle de P. 
Pour cela il suffit de construire l'appareil de telle sorte que 
sin B = ou :=; ; on retombe ainsi dans le premier cas 
examiné. 

212. MéUioile de la double pesée. — La métliode de la dou- 
ble pesée, imaginée par Borda, a pour but d'obtenir des pesées 
exactes indépendamment de la justesse de la balance. Klle 
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consiste à faire équilibre au corps placé dans l'un des pla- 
teaux avec de la grenaille de plomb placée dans Vautre pla- 
teau, et â remplacer ensuite le corps par des poids marqués 
jusqu'à ce que l'équilibre soit de nouveau rétabli dans les 
mÉmcs conditions. 

L'ensemble de ces poids marqués représente évidemment le 
poids du corps, avec d'aulanl pUis d'exactitude que la balance 
est plus sensible. 

2J3. Balance romaine. — La balance romaine est un levier 
du premier genre dont le point d'appui est fixe ainsi que le 
point d'application de la résistance. La puissance est cons- 
tante en grandeur, mais son point d'application est va- 
riable . 

Le levier est d'ailleurs constitué par une tige Alî que l'on 
suspend par un crochet articulé au point d'appui, 0. Les corps 
que l'on veut peser et qui forment la résistance Q sont sus- 
pendus à un ci'oclu'L ai'Uculc an point B ; enlin la puissance 
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est un corps de poids constant P qui se déplace le long de la 
tige. Le centre de gravité de l'appareil, indépendamment du 
poids P, doit être un point G situé entre et B, sans cela 
on ne pourrait pas peser des corps de faible poids. 

Soit ra le poids de l'appareil, non compris le poids P, et 
soient Q la résistance et A le point d'application de la puis- 
sance. Supposons que l'appareil soit en équilibre, que le levier 
soit horiïonlal, et appliquons le théorème des moments par 
rapport au point 0. L'équation d'équilibre est alors 

(!) P.0A = T7,.0G+Q.OB. 
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Mais, si Af, est lo point d'applicalion de la puissance quand 
le levier est liorizontal et en équilibre sous la seule action des 
forces P et TH, on a 

(2) P OA^-.TTT.OC:. 

En rotrancliant membre à membre, on en déduit 

l\A„;\.= Q.OB, 

ce qui permet d'évaluer Q en lisanl A^A. 

L'appareil esl du reste gradué de manière à éviler le calcul 
qu'exigerait l'emploi de cette formule. Pour le graduer, on re- 
marque que la distance AjA est proportionnelle à Q, de sorte 
que si l'on suppose Q = lO^s, il suflit de partager A„A en 
dix parties égales et de pi'oIoDger les divisions au-delà du 
point A. 

214. BasDuIo du coiumei-ce tic Qiiintenz. — La bascule do 
Quintenz se compose essentiellement de deux leviers du se- 
cond genre co, bd et d'un levier du premier genre mo. Le 
point fixe du levier c« est le point c, et l'exivémité a de ce 
levier est reliée il l'extrémité m du levier mo au moyen d'une 
tige verticale articulée en a et en m. 

Le point (ïxe du levier fjd est le point b et l'extrémité d de 
ce levier est reliée au levier mo par une tige verticale articulée 
en d et en h. Le point // est d'ailleurs rattaché au levier m par 
un couteau fixé perpendiculairement au levier !id et dont Ta- 
rête vive b' repose sur ca. 

Enfin, le levier du premier genre mo est fixé au point o, et 
son extrémité libre porte un poids mobile destiné à faire équi- 
libre sx\ poids Q qu'il s'agit de mesurer. Celui-ci est appliqué 
en un point ij du levier hd, et l'appareil est construit de ma- 
nière que, quelque soit le point g, tout se passe comme si le 
poids Q était appliqué au point h. Nous allons montrer que, 
pour qu'il en soit ainsi, il suffit (pie la bascule ait été conslniite 
de telle sorte que l'on ait 
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Poiir cela imaginons que le poids Q ait été décomposé en 
deux forces paraliciles appliquées respectivement en Ij et en 
d : celle-ci est égale à 

et son point d'application peut être transporté au |ioinl h. 
Quant îi l'autre, égale à 

on peut fransporter son point d'application en b' et la décom- 
poser ensuite en deu>: autres, appliquées respectivement en 




. eu /(. Lu première de ces deus forces est détru 
é tUi poiut c et la deuxièuie, égale à 



Q- 



hd 



peut être transportée au point m, puis décomposée en deux 
forces parallèles et de sens contraire appliquées respeclive- 
ment en o et en 7*. La première de ces deux forces esl iUHruilf 
par la fixité du point o, et la deuxième est égale à 



t définiLivK doux forces d 
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qnées au point h. Ces doux forces ont une résulUiile i^galo à. 
leur somme 

" bi ca oh ^ " M 
Si donc la bascule a étô construite de telle sorte que 

c'est-à-dire do telle sorte ijue 

nh ch' 

celle soinme se réduit à 

^Kbd^bd) "' 

el lout se passera comme si la force Q était transportée in- 
tégralement au point k, quelle que soit la position du point g. 

Mais alors si P est le poids destiné à lui faire équilibre, p le 
point d'application fixe de ce poids, l'équation d'équilibre est 

Q.o/i =:: P. op. 
Ordinairement on construit la balance de manière que 
op — iO.oh ; alors Q = iOP, et le poids Q est égal ii dix 
fois le poids marqué avec lequel on lui fait équilibre dans le 
plateau delà balance. 

On peut montrer que si la balance n'est pas en équilibre et 
si le levier jtîo^i a un angle d'écart assez petit, les points h et d 
descendent sensiblement de la même longueur et le levier /id 
reste sensiblement horizontal. Supposons en effet que m et /( 
descendent en m' et h' : l'angle d'écart étant suffisamment petit, 
on peut considérer mm' et /ifi', qui sont des arcs de cercle de 
centre o, comme confondus avec leurs tangentes en m eî en 
k ; de sorte que les triangles semblables ohh' et omm' donnent 

mi»! = hh' ■ —T-- 
oh 

En appelant de môme aa' et b,b[ les quantités dont descen- 
dent respectivement le point a et le point 0\ on a 
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sr. 


K'ÏIQT.IL 


Mais nuu' c 


■st 6\ 


idemmont 


égal ù , 






kh' . 


oh 


= i>A 


d'autre part, i 


lOUS 


venons 


i de ■ 


voir qui 


de telle sorte 


que 




'ôfi 


^ di" 


il en résulte 






h h' 


= l;K. 



que la balance est construite 



Or, hh' est b quantité dont descend le point d, l>ib\ est la 
quantité dont descend le point b' et par suite dont descend ie 
point f). Donc enfin hd demoure sensiblement borizontal. 
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CHÂIMTKE KV 
PO0LIE, TREUIL ET PLAN INCLINÉ 



21'j, Doseriptioii ili 
dont lîi hautenv est ti 




considérer la partie de 



la pimlio. — J^a poulie esl un cyliiulvo 
s petile par rapport au rayon. La sur- 
face du cylindre est creusée d'un sillon 
ou 'Jiiffja dans laquelle s'engage une 
corde ; enfin la poulie est mobile au- 
tour d'un axe dirigé suivant l'axe du 
cylindre et s'appuyant par ses extré- 
mités sur une fourchette appelée chape. 
L'appareil tout entier est représenté 
■e oi-contre par doux projections : l'une sur un 
plan perpendiculaire à l'axe ; l'autre sur 
un plan pussant par l'axe. 

Dans la poulie fixe, la chape est sus- 
pendue à un point fixe, la puissance et la 
résistance s'exercent aux extrémités de la 
corde. 
o/iîle, l'une des extrémités de la corde est 
attachée à un point iixe ; l'autre 
extrémité passe sur la gorge 
d'une poulie fixe, et c'est sur 
celte extrémité que l'on fait agir 
la puissance; quant à la résis- 
lance, elle s'exerce sur la chape 
do la poulie. 

Dans les deux cas nous sup- 
poserons l'adhérence de la corde 
et de la poulie assez forte pour 
ordo ()ui est en contact avec la 
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gorge comme faisant partio do la poulie. Cela posé, iioiis allons 
examiner successivement les conditions d'équilibre de lit pou- 
lie iixe et de la poulie iiioliilo. 

216. Poulie Ilxo; coniiii.loa tl'équiUlii'e et pi-csslou shi" l'axe. 
— Nous supposerons la poulie rêûuite à sa section par im 
plan perpendiculaire à l'axe ol la 
corde réduite à. un (il. Soient alors A 
/3^\^ et H les points de langence du iii et 

de la poulie et le point de rencontre 
du s)lan de section avec l'axe. D'après 
la théorie des cordons (201), on peut 
supposer que la puissance et la résis- 
tance soient appli(iuées respectivement 
en A et en B. On est ainsi ramené fi 
écrire la condition d'équilibre d'un 
corps qui a un axe fixe et qui est sou- 
mis il deux forces P et Q, c'est-à-dire h exprimer que la somme 
algébrique des moments par rapport à l'axe est mille. Connue 
les deux forces sont à la môme distance de Taxe, on doil avoir 
P-Q. 

La pression sur l'axe esl, la résultante des deux forces 1' 
et Q. Si on la désigne par la lettre R et si l'on ajipelle "2^ 
l'angle des deux cordons, en projetant sur la bissectrice de 
cet angle on a 

R — P cos ■/ -h Q cos ï :^ 2P cos K. 
On voit en particulier i|ue si a = 0, c'est-à-dire si les 
cordons sont parallèles, la cliarge de Taxe est égale au double 
delà résistance. 

217. Poulie mobile; condition d'équilibre. —Soit Q !a résis- 
tance et soit P la puissance, qui s'exerce intégralement par 
l'intermédiaire d'une poulie Oxe (216); soit M le point Iixe 
auquel est attachée l'une des extrémités de la corde. On peut 
considérer le système formé par la corde et la poulie connue 
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libie à condition de remplacer la lisilé du point M par une force 
égale à la tension du cordon ; 
soit T cette tension. On a ainsi 
à exprimer l'équilibre d'un corps 
libre soumis à l'action des Irois 
forces P, Q et T. Pour que ces 
trois forces se fassent équilibre, 
il faut d'abord qu'elles soient 
dans un môme plan, qui sera 
nécessairement vertical si la 
résistance est un fardeau il soû- 
le ver. 
Soit le point de rencontre de ce plan avec l'axe do la 
poulie ; en exprimant que la somme algébrique des moments 
jiar rapport au point est nulle, on voit que l'on doit avoir 
aussi T = P. EnJin, la force devant être égale et opposée 
à la résultante des deux forces P et T, qui sont égales 
d'après ce que nous venons de voir, il faut que Q soit dirigée 
suivant la bissectrice de l'anglo des deux cordons, ce qui 
montre que les deux cordons doivent être également inclinés 
sur l'horizon. D'ailleurs, on pcul dire que Q est égale et 
opposée à la pression exercée sur l'axe par les deux forces 
égales P et. T; de sorte que si Ton appelle 2a l'angle des 
deux cordons, on peut écrire, en verlu do la condilion d'équi- 
libre de la poulie fixe, 

Q = 2P cos a, 
Q 
2 cos c 

D'apW'S cela, on voit que, si Ioh cordons sont p:AraUèle>i, -i 
est nul, cos a est égal & l'unité, et l'on peut faire équilibre à 
la force Q par une force P qui en esl la moitié. 



d'où 



218. MouHes et palans. — On i\]ipelle vuinflo un ensemhle 
de poulies montées sur une rnèiiio chape cl pouvant tourner 
séparément aulour du iui''iiie axe ou iiulour d'axes dilîé- 
rents. 
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On appelle j)n/aii un système clo deux iiiouIleB dont l'une 
,1 fixe et l'aiiirc mobile. Un cordon, fixé h la niouflo fixfi pat 
mic disposition analogue îi, celle qui 
est ligurée ui-contre, s'enroule sur 
la gorgû de la première poulie de 
la moufle mobile, passe ensuite 
sm' la gorge de la première poulie 
de la moufle fixe, puis de là sm- la 
deuxième poulie de la moufle mo- 
bile, cl ainsi de suite. 11 passe une 
dernière fois sur la gorge d'une 
poulie appartenant à la moufle fixe, 
el c'est sur l'extrémitâ libre de ce 
cordon ([ue l'on fait agir la puis- 
sance P. La résistance Q est appli- 
quée à la chape de la moufle mo- 
bile, 

J Pour simplifier on peut, sans er- 

1— I^J rcur sensible, supposer Loiis les coi'- 

donsparallèles et verticaux. En ver tu 
de la théorie de la poulie fixe et de la 
poulie mobile, la tension en tous les points du cordon esl, 
égale à P; on peut alors supposer que toutes les poulies do la 
moufle inférieure sont en équilibre sous l'action de la force 0. 
Dès loFs si II est le nombre des poulies de la moufle inférieure, 
on voit que la résistance Q fait équilibre à 'in forées verti- 
cales égales il P-, par suite, on a 

et l'on pourra vaincre imu résistance donnée avec «nr (iLiis- 
sance In fois plus faible. 





d 


ïï 






519. Doserlpliom du treuU. -.- Le Ircail est un corpy liolidc 
mobile autour d"un axe fixe. C'est généralement un cylindre 
appelé arbn: et qui est mohllc autour de son axe M'. La 
ûxilc de l'axe est olîtenue !m inoven de deux tourillons / et 
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reposant sur rloux coussinets c et c'. Sur la circon- 
férence du cylindre s'enroule 
une corde dont une extré- 
mité ust iixée en un point 
B de l'arbre, et dont l'ex- 
Irémité libre porte le fai'- 
deau à soulever ou ri!:iistance à 
vaincre. Lapuissance s'exerce 
soit en un point de la circon- 
férence d'un cylindre ayant 
uiènie axe que l'arbre mais 
un rayon plus grand, soit ;i 
l'extrémité d'une manivelle lixéo à l'arbre-. Lorsque l'arbre 
est vertical, le treuil prend ic nom de cabeslnn. 




220. lïijuililïM) (lu treuil. — Supposons que le cenfre di.- gra- 
vité de l'appareil se trouve sur l'axe et que !a puissance et la 
résistance soient tangentes aux doux cylindres; soient d'ail- 
leurs R et'/' les rayons de ceux-ci. Poirr que le système soit 
en équilibre, il faut et il suflit que la somme algébrique des 
moments par rapport ii l'axe dos deux cylindres soit iruUe. 11 
faut donc d'abord que la puissance et la résistance fassenl 
tourner le corps dans des sens différents et, ensuite, que 
l'on ait 

PIt = Q>\ 

en appelant R le rayon du grand cylindre et »■ celui <\\i petit. 
Le poids des deux cylindres n'intervient pas dans l'équation 
d'équilibre, parce que leur centre de gravité est supposé sur 
l'axe. On peut du reste obtenir encore cette équation de bi 
manière suivante : 

Soient A et B les points d'application respectifs de la puis- 
sance et de la résistance. Figurons les sections des deux cy- 
lindres par les plans perpendiculaires à l'axe menés par les 
points A et lî, et soient OA et mS les rayons des sections qi\i 
aboutissent en ces points. La résistance étant verticale, le 
rayon wB est borizontal ; soit alors OC le rayon horizorUal de 
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hisecliondi'oitii menée par A. Onnechange rien à l'état du corps 
en appliquant au point C les deux 
forces verticales P et — P ; or, ies 
deux forces P et — P appliquées 
respectivement en A et en C ont 
une résiillanle, F, dirigée sni- 
vanl, leur bissectrice et qui est, 
]Ku'suilc, déiriiite par la résis- 
tance de l'axe, puisqu'elle passe 
par le point . Pour que le sys- 
tème soit en équilibre, il faut alors et il suflît que ia résultante 
des deux forces parallèles et de même sens P et Q, appli- 
quées respectivement en C et en B, soit appliquée au point do 
rencontre I do l'axe et d« PC. Ceci exige que l'on ait 




P 



m 



mais la similitude des deux triangles It^iB et lOG donne 



m OC R ' 



U 



par suile, on a 

et enfin l^.K — Q.< 

Nous retrouvons bien ainsi la con 
pi us hairt. 

On en déduit i' =t. Q . -^ 



I d'éqnililire olitenue 



R 



de sorte que si -^ est trÈa petit, la puissance P sera une IVae- 
tion très petite de la résistance. 

On peut donc, au moyen du treuil, vaincre une résistance 
donnée avecune puissance aussi petite que l'on veut, cnprenajit 
r suiïlsamment petit ou R suffisamment grand. En réalité, 
dans la pratique )■ et R ne peuvent dépasser certaines limites 
inférieures ou supérieures, à cause de la solidité de l'appareil. 

Pour avoir la char::;»; dos tourillons, on décompose la 
force P + Q appliquée en 1 en deux autres jh et }h_. 
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appliquées aux deux tourillons ; on décompose du mûme 
la force F, appliquée au point 0, en deux autres /i et /?, 
appliquées respectivement aux niî'mes points que /)i et j);. La 
charge du premier tourillon sei'a la résulla,nte des deux forces 
piet/i; celle du second sera de même la lesultinte de /jj et de /'j, 

221. Treuil diKérenliel. — Comme toute- L •- machines que 
Dous avons décrites jusqu'ici, le lieud diffeienticl a pour ob- 
jet de vaincre une résis- 
tance donnée avec une 
puissance qui ne soit 
qu'une faible fraction de 
la résistance. Il se com- 
pose do deux cylindres 
de rayons différents 
mais (le même axe. 
Une môme corde s'en- 
rouSe &\iv les deux cy- 
lindres, mais en sens 
inverse, de telle sorte 
que lorsqu'elle s'onroirle 
sur l'un, elle se déroule de l'autre. Cette corde supporte une 
poulie mobile, à la chape de laquelle on attache le fardeau 
à soulever, c'est-à-dire ia résistance Q qu'il s'agit de vain- 
cre. Quant à la puissance, elle est appliquée taniientielle- 
ment à la circonférence d'une roue do même axe que les pre- 
miers cylindres, mais dont le rayon est beaucoup plus grand. 
Cherchons la condition d'équilibre et, pour cela, remarquons 
que la poulie étant elle-même en équilibre, la lensioii des 
cordons qui la supporte est égale à —, en supposant, bien 
entendu, que ces cordons soient parallèles. Nous avons alors 
à exprimer qu'il y a équilibre entre les trois forces P, 1" et T 
perpendiculaires toutes les trois h l'axe des cylindres, T' et 
T désignant les tensions des deux cordons. Il sullit, pour 
cela, d'exprimer que la somme algébrique de leurs nioments 
par rapport à, cet axe est nulle. Or, si l'on appelle R le rayon 

AUTOU.UM. — MÉC.IN. Ul 
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do la roTie à laquelle est appliquée la force P, ;■ le rayon du 
grand cylindre et !•' le rayon du petit cylindre, les valeurs 
absolues des moments sont respectivement PR, Tf et Tr\ 
où d'ailleurs T — 1" — — ■ Lo moment des deux forces T' 
et P étant de même sens, on en conclut l'équation d'équilibre 

•m en déduit P = — - ■■ . 

ce qui montre que l'on peut prendre r — /■' assez petit pour 
que P soit nne fraction aussi petite que l'on veut de la résis- 
tance. 

222. Treuil Ucs ii;ii-i-iers. — Gomme les treuils ordinaires, 
le fi-iiuil des ca,rHers se compose d'un arbre auquel ou appli- 
que la résistance et d'une roue de très grand rayon ayant 
même axe que l'arbre et sur laquelle on fait agir la puissance. 
Cette roue est garnie de chevilles permettant à un homme de 
se déplacer sur la circonférence de la roue comme sur ime 
échelle. C'est le poids de l'homme qui remplace la puissance, 
de sorte que celle-ci est constante en grandeur et direction et 
que, seul, son point d'application varie. 

Pour avoir la condition d'équilibre, 
projetons la ilgure sur un plan perpen- 
diculaire à l'axe, et soient alors A et H 
les points d'application de la puissance 
et do la résistance. Soient aussi r le 
rayon do l'arbre, R celui de la roue et 
a l'angle du rayon OÂ avec l'hori/on. 
^ En exprimant que la somme algébri- 

que do*moments par rapport à l'axe est nulle, on trouve sans 
difficulté l'équation d'équilibre : 

Q/' = P.Roosa. 
Cette équation défunt l'angle a, ol on en lire 
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■iiU'O (|iie le problème ii'csl possiblu quu s 
Qy < PR, 



On a ainsi la limite de la cliai-ge f|ui peut être vaincue p;i£ 
ane puissance donnée P. 




223, Plan incliné. - Le plan incliné est une machine simple 
dont on se sert pour soulever un fardeau avec une puissance 
inférieures* son poids. Proposons-nous seulement d'étudier les 
conditions d'équilibre d'un corps de poids P, placé sur impiaii 
incliné et soumis k l'action d'uno 
force F de grandeur et de direction 
données. Il faut et il suffit, pour 
cela, que les deux forces P et F aient 
une résultante et que cette résul- 
tante tende à appliquer le corps 
contre le plan ; une première con- 
dition est donc que les deux forces 
l' et F soient concourantes. De 
plus, comme la force P est verticale et que la résultante doit 
ôtrenomiale au plan, la force F doit être située dans un plan 
vertical normal au plan incliné ; par suite, sa projection sur ce 
plan doit en être une ligne de plus grande pente. Prenons alors 
le plan vertical des deux forces comme plan du tableau, et 
soit AB la ligne déplus grande pente située dans ee plan et 
faisant l'angle a avec Fhoriïon. Soient d'autre part I le point 
d'application des deux forces F et P, l'angle que la ligne de 
plus grande pente du plan incliné fait avec F. Projetons les deuN 
forces F et P sur les deux axes ix et h/. Pour qu'il y ail équi- 
libre il faut et il suffit que la somme des projections sur Le isoit 
nulle etque la somme des projections sur ïy soit positive. La 
première condition est exprimée par l'équation 

(1) F cos n = P sin ï : 

c'est l'équation d'équilibre. La draixième c&t expriuiT'e par 
l'inégalité 
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H8 STATIQUE 

( en adoplant comme sens po- 
(2) P cos 7. -h V siii >■ 0, j sitif des angles le sens de 

[ Ix vers I;/. 
Le premier membre de l'inégalité (2) représente précisé- 
ment la pression exercée par le corps sur le plan incliné : 
nous l'appellerons U. 
De l'équation (1) on tire d'ailleurs 

(8) P = i^, 

^ ' COS 9 

ce t|UL montre nue cos doit être positif et, par suite, que 
doit être compris entre ■ — — et -H-^- Si l'on porte cette 
valeur de F dans l'expression de li, on a 
^^ Pcos(0-^) ^ 
cos 
et, comme TS doit être positive, que d'autre part cos H et V 
sont positifs, on doit avoiv cos (0 — a) >> ; donc — m 
doit (jtre compris entre — -— cl + — ■ Il en résulte que '> 

doit être compris cnire — "S"'"^ ^^ ~â'^^'> "^-^'^ nous 

avons déjîi montré que doit ôtre compris entre — --^ el 

+ ^; ces diverses conditions sont évidemment fton\])risCB 

dans les int^galités 

a._^< Il <^. 
r> ■ ^2 

Si donc on prolonge vers le haut en !; lu verticale du point 
I, on voit que la force F doit êta-e comprise dans l'angle ;!;/. 
Ajoutons que la formule (3) prouve que la force F est mini- 
mum lorsque cos est maximum, c'est-à-dire lorsque 
= 0; on a alors 

F = P sin a, 
et la force est parallèle à la ligne de plus grande pente. Pour 

les valeurs limiles, — ï — -^ et *) — -J- , ou a F = P 

2 2 

et F = o5 résultats évidents n prinri. 
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CIIAPITUE XYl 

ROTIONS ÉLÉMENTAIRES SUR LE FROTTEMENT 

224. Frottement au ilépai't et IroUeniciil iicndanl le mouvc 
ment. — Kous avons, jusqu'ici, considéré les corps comme 
parfaitement polis et nous avons admis que si deux surfaces 
sont en contact par un point, elles exercent l'une sur l'autre 
une action normale au plan tangent commun. En réalité, les 
solides naturels ne sont jamais parfaitement polis ; leur con- 
tact, par suite des déformations qu'ils éprouvent, n'est jamais 
réduit h un point, et enfin l'expérience prouve que leur action 
mutuelle n'est jamais nonnale au plan tangent commmi. 

Considérons en effet un corps pesant, ayant par exemple la 
forme d'un parallélépipède rectangle, et placé sur un plan ho- 
rizontal HH'. Le corps étant en équi- 
p libre, les actions du plan horizontal 
^ ont une résultante éiralc et opposée 
au poids du corps. Mais supposons 
que Ton fasse agir sur le corps une 
force F parallèle au plan HH', aussi rapprochée que ])os- 
sible de ce plan, dirigée vers le centre de gravité du corps, et 
dont nous supposerons que l'intensité varie îi partir de zéro. 
L'expérience prouve que le corps reste d'abord au repos et 
qu'il ne se met en mouvement que lorsque l'intensité de (a 
force F a atteint une certaine valeur i}», qui dépend du reste 
de la nature du corps et de celle du plan : celle force ^l- est ce 
qu'on appelle la force de frottement au dépari ; elle s'est déve- 
loppée au fur et à mesure que l'on a fait croître l'intensité de 
la force F. Imaginons maintenant que l'on donne à la force F 
une intensité F] < 'l' : le corps restera au repos ; par 
eonséqrrent, les actions du plan sur le corps ' auront une 
résultante faisant équilibre aux deux forces P et F et, par 



y Google 



suile, oblique au plan. Ceci montre bien que la rôaclion du 
plan 3ur le corps n'est pas toujours normale à la surface de 
séparation. 

Imaginons enlin que Ton fasse agir une force F, d'intensité 
Ps >■ '1' : alors le corps se mot en mouvement, et si à un ins- 
tant quelconque la force l"^ cesse d'agir, on constate que le 
mouvement est uniformément retardé. Tout se passe donc 
comme si, pendant lo mouvement, le corps était soumis à \me 
force i!/ de valeur constante, agissant en sens inverse du mou- 
vement. Cette force 4"' s'appeîle la 'force de fi-olienim( /v-ndant 
le mouoemenl; elle est en général un peu inférieure à la force 
de frottement au départ. 

223. Lots du fi-ottcinent de olissemeiit. — Les l-.iis du 
frottement ont été étudiées successivement par Codomb et 
par le général Morin. 

L'appareil employé par Coulomb se compose d'un madrier 
sur lequel est placée une caisse qu'on peut remplir avec des 
poids. Un coi'don, fixé à la caisse, passe sur une poulie et 
supporte un plateau où l'on met d'autres poids. Le madrier et 
le fond de la caisse sont recouverts par la substance dont on 
veut étudier les lois du frottement. Le poids de la caisse et 
du contenu donne la pression normale, et si le mouvement 
commence à se produire, le plateau et son contenu donnent le 
frottement au départ. Si enfin on obtient un mouvement uni- 
forme, le plateau et son contenu font connaître la force de 
frottement pendant le niovivement. 

Au moyen de cet appareil Coulomb a trouvé, pour le frot- 
tement au départ, les lois suivantes, qui ont été vérifiées ensuite 
par le général Morin : 

1" Le fi-ottemenl au dépari est proportionnel à lu prcusioi) nor- 
male; 

2" Jl est iniUfindant de Vélcndue des surfaces en cviiim:! ; 

3° // défend de la nature des corps. 

Quand le corps est en mouvement, aux lois précédentes il 
faut joindre la suivante : 



y Google 



CHAPITRE XVI loi 

La force de fi-ottemeiit pendant k mouoevient est ii>dépei)danlc 
de la vitesse, pourvu que la citcsse noit inférieure à unn cerlainu 
limite. 

226. CoeKicient (leiroltcnient. — On aiipelle coefficient àa 
t'TOttement, et on désigne par /, ie rapport constant dn frotte- 
ment au départ à la pression normale. Si ^ est îe froltement 
au départ et si N est la pression noi-male, on a 

' = 1- 

On appelle anrjle d<ifi'iit{emeni l'angle o, plus petit que 90°, 
Jont la tangente est égale à /', c'pst-îi.-dire l'angle <; (iéQiii i>iir 
l'équalion 

227. Application I. — Équilibre d'un eorps pesant placé nur 
vn plan inclina. 

Soient P le poids du coi-ps et « l'angle du plan incliné avec 
le plan horizontal. En se reportant h. la figure du numéro 223, 
on Yoit que la pression normale est égale à P cos a ; par suite, 
si f désigne le coefficient de frottement, la force de frottement 
au départ est fP cos a. Nous avons donc à exprimer qu'il y a 
équilibre entre la force verticale P et la force fP cos a, dirigée 
suivant la ligne de plus grande pente du plan Incliné. En pro- 
jetant sur la normale au plan, on trouve sans difficulté que la 
condition d'équilibre est 

P sin 3. — fP cos « < 0. 

On en lire \g a <i f, 

et, en inlroduisant l'angle de frottement, 

tg ^ < tg <p, 
c'est-à-dire ^ ■< °- 

L'angle du plan incliné avec l'horizon doit donc étro infé- 
rieur ou au pins égal h l'angle de frottement. 

228. Application II. — Une Oarre petanU- AB s'uppuîi; nnr 
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4"i2 STATIQUE 

init- ri'ffle vm-iicaln CD cl est ^oulaiiuepar um; fora: F, applujuik 
nu point A, i;i danx ■iiiie dirnclum. 
iloiiiiée; détenniner la position de la 
l)ii,-n: quand elk est sur h point du 
nlhner dans le sens de B vers A. 

Soit P le poids de la Jjan'c, ap- 
liliqné à son centre de gravité G. 
Posons AG = a, Gi) :^- :v, 

et appelons l'ineUnaison de la 
barre sur l'IïoriKon, a colle do la force !•' ; désignons enfln par 
fj la réaction normale du point D sur la barre, c'est-à-dire la 
composante nomiaîe de la réaction du point D. Si f est le 
coelficient do frottement, la force de frottement an départ, diri- 
gée suivant AB, est égale à fîi. 

Cela posé, an moment oii la barre se met mi mouvement, il 
y a équilibre entre les quatre forces P, 1'', /'N et N, Jl faul 
donc d'abord, comme il CHt facile de s'en assurer, que ces 
forces soient dans le même plan, qui sera bien entendu un 
plan vertical, puisqu'il contient la force P. Il faut en outre : 
1° (jue si l'on projette sur doux axes rectangulaires situés 
dans ce plan, ta somme algébrique des projections des forces 
soit nulle pour chacun des axes ; 2" que la somme algébrique 
des moments dos forces par rapport à un point de ce plan soit 
nulle également. Projetons donc sur les deux axes rectangu- 
laires, Ar, confondu avec AC, et A;y, perpendiculaire 'aKx, et 
prenons les moments par rapport au point D ; nous obtenons 
ainsi les équations d'équnibre 

( F cos =; = i\ sin -l- fiH cos 0, 
(1} < F sin H + N cos = /'N sin -f- p, 

( Px cosO — F(«H- x) sin (ï — 0). 

Soit f l'angle de frottement; en posant /'=: tg o dans 
ces équations, les deux premières donnent facilement 

F sin 'J— ^ _ sin 6 sin u — cos cos o 

V cos a sin cos a -i- sin ç cos 
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On en déduit Lg {0 ■+■ o) 



UUAPVTill-, XVI 

F en H 



■ F — F sin a 



ce quifaiLcomiattre 9, puisriueroncoiinaU <?. L'angle étant 
ainsi déterminé, on calculera x au moyen de la troisième 
équation (1) ; enfin, connaissant 0, l'une ([ucleonque des deux 
premières équations (i) Fera connaître N. 
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EXEHGICES SUK LE LIVRE PREMIER 



I. — Forces appliquées au même point. 

i. La résultante de deux loi'ces 1*' et F' (J.'' > F') appliqin'^ea au 
même point est égale à 2(F — I'"); calculer l'angle de ces deux 

2. On donne trois points A, Li, C en ligne droite et un point 
non situé sur la droite des trois points. On 
B' mène OA, OB, OC et l'on prolonge OB d'une 

longueur égale OB' : prouver que la résul- 
tante des trois forces OA, OB', OC rencontre 
AC en un point D tel que CD = AB. 




3. Soit le centre du cercle circonscrit à 
*- un triangle ABC ; prouver que la résultante 

de trois forces appliquées au point et re- 
respoctivement par OA, OB, OC passe par le centre du 
cercle des neuf points. Evaluer cette résultante. 

4. Un point matériel estattiré par n points fi-ves proportionnelle- 
ment k la distance ; trouver la résultante des forces qui le aoliici- 
tenl, montrer qu'elle passe par le centre des moyennes distances 
du système des n points et qu'elle est égale à n fois la distance du 
point au centre des moyennes dislances. En déduire la position â'é- 
quililire . 

5 . Deux forces font entre elles l'angle a ; déterminer cet angle par 
la condition que la résultante soit égale à chacune d'elles. 

6. Trois forces appliquées aux milieux des côtés d'un triangle et 
perpendiculairement à ces côtés sont respectivement proportion- 
nelles aux côtés auxquels elles sont appliquées. Elles sont de plus 
dirigées toutes les trois vers l'intérieur du triangle ou toutes les trois 
vers l'extérieur : trouver leur résultante et généraliser. 

7. Deux forces P et Q font l'angle -j.; déterminer cet angle par 
la condition que la résultante soit égale à — ~- - Discussion. 
— Cas où P = Q. 
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EXERCICES iili) 

8. Décomposer une force en deus autres qui soieat perpendicu- 
laires entre elles, connaissant la somme de ces deux forces. 

9. On donne quatre forces BC, BD, AG, AD, dirigées suivant les 
côtés d'un quadrilatère et respectivement 
égales à ces côtés ; trouver leur résultante, le 
quadrilatère étant d'ailleurs plan ou gauche. 

10. Suivant les arêtes SA, SB, SC d'un té- 
traèdre on applique trois forces représentées 
par ces arêtes ; prouver que leur résultante 
passe par le centre de gravité du triangle ABC. 



11. 



Décomposer une force en deux autres ayant une diil'érence 
e et faisant entre elles un angle de 60". 




12. On donne un cube ABGDEFGH dans lequel N, M et P sont 
les milieux des arêtes respectives EC, GF et 
FG. Au sommet A de ce cube on applique 
les quatre forces AN, AD, AM et A P ; trouver 
les composantes de la résultante de ces qua- 
tre forces suivant les ases AB, AD, AH. 

13. Équilibre d'un pendule électrique pesant 
repoussé par le point le plus bas de sa trajec- 
toire par une force inversement proportion- 
nelle au carré de la distance. 

14. On considère un rectangle dont AB et CD sont deux càtés 
opposés ; trouver la position d'équilibre d'un point assujetti à rester 
sur CD et attiré en raison inverse de la distance par les points A 
et B, Calculer la pression exercée sur CD. 

15. Équilibre d'un point pesant mobile sur un cercle vertical et 
attiré en raison inverse de la distance par les exirémités du diamè- 
tre horizontal du cercle. 

16. Un point assujetti à rester sur une sphùre est attiré par des 
points fixes proportionnellement à la distance ; trouver les positions 
d'équilibre. 

17. Un point M est placé sur une ellipse dont F et A sont un 

M foyer et le souimel correspondant. Ce point 

est sollicité par deux forces représentées par 
la tangente MT et par la normale MN ; trou- 
ver la résultante de ces deux forces et déter- 
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miner le rayon vecleur MF = r par la condition que la résul- 
tante passe par le sommet A. 

i8. Décomposer une force en dons autres F et F' connaissant 
leur angle et leur rapport ■^,- 

19. Étant donnô un triangle ABC, on prend un point P sur k 
cercle des neuf points et l'on suppose ce point soumis à trois forces 
représentées par PA, PB, PC i trouver le lieu de l'extrémité de l:i 
rÉBullante de ces forces. 

20. Un point matériel M est assujetti â rester sur une parabole de 
foyer F et est soumis à Taction de trois forces : une force verticale 
P ; une force répulsive émanant du foyer F et égale à k.MF ; enlîn 
«ne force attractive émanant de la tangente au sommet, perpendi- 
culaire à cette droite et égale à 7^.MI, Ml désignant la perpendicu- 
laire menée du point M sur la tangente au sommet. Déiorminer les 
positions d'équilihre du point et les pressions exercées sur la courbe 
quand l'équilibre est établi ; examiner si l'équilibre est stable ou 
instable. 

2i. Trois forces rectangulaires appliquées au même point sont 
proportionnelles ans nombres 1, 2, 3 ; déterminer les angles que 
fait la résultante avec chacune d'elles. 

22. Trouver la position d'équilibre d'un point matériel attiré par 
les sommets d'un triangle par des forces constantes, proportion- 
nelles aux côtés opposés. 

II, — Forces parailèies et centres de gjravité. 

23. Aux sommets B et C des angles éganx d'un triangle isocèle 
ABC on applique deux forees égales h P, parallèles et de même 
sens. Exprimer en fonction de P et dei'angle A l'intensité Q de lu 
force qu'il faut appliquer en A, parallèlement aux deux autres, 
pour que la résultante des trois forces passe par le point de concours 
des hauteurs. Pour quelles valeurs de A a-t-on Q = P ? 

24. Aux sommets A, D, C, D, K, F d'un hexagone régulier on 
applique des forces parallèles et de môme sens, égales respective- 
ment à 1, 2, 3, 4, S, 6 ; prouver que le centre de ce systi'^me de 
forces est sur BE et le déterminer. 

25. A, B, C étant les sommets d'un triangle donné, dans quels 
rapports doivent être des forces parallèles appliquées en ces points 
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pour que le centre de ces forces coïncide ; i'' avec le point de con- 
cours des hauteurs du triangle ; 2" avec le centre du cercle inscrit I 
3" avec le centre de l'un des cercles exinscrils. 

26. Aux trois sommets d'un triangle ABC dont les angles sent 
aigus, on applique trois forces parallèles, de même ietis et égales i 
tg A, tg B, tgC. Trouver le point d'applir ation de leui r^?ul 
tante et montrer que la grandeur de cette i sultint e t egile i 
tg A. tgB. tgC. 

27, On donne un polygone plan et convexe ARL .. et un 
point intérieur à ce polygone ; on mène les droites OA, 01!, 
OC, ... et, aux points A', IV, C, . . , milieux respectifs de OA, OB, 
OC, ..., on applique des forces parallèles et de même sens msiiective- 
ment proportionnelles à 0\ Olî 0(. tiou\Pi le cputie de tt' 
système de fones panlltlei 

28. Decomposeï une foice donnée F en quatre foice'^ paial 
lèles appliquées auî quatre sonimet^> d un tttraMre en suppt*ant 
que le point d -ipplicttion de cotte force ne pin=se pas eiie déjlacé 

29. Trouver le centre de graviU'; de cinq ciilés d'izii liesayone lé- 

30. Trouver le centre de gravité du périmètre d'un de mi- hexagone 



31 . Trouver le centre de gravité du périmètre d'un quadrilalère 
plan ou gauche. 

32. Trouver le cenire de gravité du périmètre d'un tétraèdre. 

33. Trouver ie centre de gravité de cinq des triangles formés, 
dans un hexagone régulier, en joignant chaque sommet au cenire . 

34. Étant donné un rectangle ABCD, déterminer un point M qui 
soit le centre de gravité de la partie restante quand on enlève le 
triangle MCD. Cas où le rectangle devient un carré. 

35. Centre de gravité de l'aire formée par un triangle rectangle 
et les carrés constioiits sur lescètés. 

36. On donne une suite de circonférences dont les centres sont 
en ligne droite, qui sont tangentes extérieurement et dont les ravons 
forment une progression géométrique décroissante : centre de gra- 
vité du système prolongé indéfiniment. 
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37. AB et BG sont deus cftlus consécutifs d'un carré ABCD ; on 
joint les points E et F, milieux de ces côtés, et l'on enlève le trian- 
gle EBF ainsi formé : centre de gravité du polygone restant. 

38. Dans un triangle équiSatéral ABC dont le côté est a, on enlève 
un disque de rayon r, et dont le centre se trouve sur la hauteur 
AH, à une distance d du centre de gravité G du triangle. Trouver 
le centre de gravité de la partie restante et déterminer r de façon 
qu'il soit le plus prés possible de la base BG. — Peut-on déteruùiier 
)■ par la condition que ce centre de gravité soit symétrique du point 
par rapport au poinf G ? 

39. Trouver le centre de gravité d'un triangle équilatéral dont on 
enlève le carré inscrit. 

40. Centre de gravité du segment de cercle qui correspond à l'an- 
gle de 60". 

41. On donne un iie.\agone l'égnlier ABCDEF, de côté Alî — a, 
et l'on en détache un triangle AIÎC formé pur trois eûtes consé- 
cutifs. Déterminer le centre de gravité G de la surface pentagonale 
AGDEF. 

On joint 3e point G aux cinq points A, G, D, E, F et l'on suppose 
que ces droites représentent cinq forces appliquées au point <; : 
trouver leur résultante. 

42. Dans n rondelles d'égale épaisseur et de ravons proportion- 
nels à 1, 3, S, . . on découpe des secteurs ayant même angle nu 
centre. On superpose ces secteurs dans leur ordi'e de grandeur et de 
façon que leurs bords rectilignes soient dans deux plans verticaux. 
Montrer que les distances à l'intersection des deux plans des centres 
de gravité de la pile ainsi tonnée et du premier secteur ont un rap- 

, , , , 3fl(2n»— i) 
port e-"' " ■ 



4n^— I 

43. Dans un cône de révolution dont l'ouverture est 27., on in; 
ci'it n sphères langentes extérieurement ; le ra\on de la sphère 1 
plus rapprochée du sommet étant !■, déterminer le centre de grii 
vite de ce système de sphères. 

44. Gentre do gravité de la STirfare latérale d'un cône circulaii 
droit. 

45. Contre de gravité de la sui-faie laloraio d'un tronc do cùi 
circulaire droit. 
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EXLiiicrcES i^iO 

4S . Sur une droite et eu des points également distants Ids uns 
des autres, on applique n poids dont chacun est représenté par son 
numéro d'ordre augmenté du poids précédent : trouver Sa résultante 
et le centre de gravité du système. 

47, Trouver le centre de giavité d'un segment de sphère à une 



48. Trouver un cône pour lei|Liel le centre de gravité du volume 
se confonde avec celui de la surface totale. 

49. Un cylindre est terminé par une demi-sphère. Centre de gra- 
vité du système. 

BO. Étant données deux ligures situées dans le même plan, mener 
par un point de ce plan une droite telle qu'en faisant tourner les 
deus flgures autour de cette droite les surfaces ou les volumes en- 
gendrés soient dans un rapport donné. — Cas où les figures sont 
homothétiques par rapport au point fl\e. 

51. Un cube non tiomogène repose par sa base sur un plan 
horizontal. La densité qui est la même en tous les points dune 
tranche horizontale varie à mesure qu'on s'élève : 

1° Proportionnellement à la distance à la base j 

2° Proportionnellement à cette distance. 

Trouver, dans chaque cas, le centre de gravité. 

&2. Centre de gravité du solide foi-mé par deux cônes de liautuiirs 
différentes et accolés par leurs bases. 

53. A trois des sommets d'un pai'allélogramme on applique trois 
forces F parallèles, égales et de même sens, et au quatrième som- 
met une force l' parallèle au.x premières, égale et de sens contraire. 
En quel point du plan faut-il appliquer une foi'ce inconnue [wav 
qu'il y ait équilibre ? Quelle est celte force ? 

54. On donne un triangle quelconque AlîC pesant 60"-. On mène 



est fixe et l'on place en A un poids de 100"*. Quels sont les poids 
que l'on doit placer en B et en C pour que le triangle se tienne ho- 



B5. Centre de gravité de quatre poids égaux plac 
d'un trapèze. 
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III. — Forces appliquées à un corps solide. 

36. On donne un polygone convexe et Ton considère des forces 
appliquées aux milieux des cotés, égales et perpendiculaires à ces 
côtés et dirigées, soit toutes vefs l'intérieur du polygone, soit toutes 
vers l'extérieur; trouver leur résultante. 

Co n eut pourra't-on élontlre la question à un télraèdre ou à un 
pohedre quel onqueî 

57 Éqi l b e d ne barre pesante dans un hémisphère. 

58 Equ 1 b d une barre pesante le long d'un mur vertical, sa- 
cliant q lie e t spendue par un cordon de longueur donnée. 

59 . É(|uilibre d'une barre pesante AB, placée dans un angle ady 
et au point A de laquelle est attachiS un cor- 
don passant sur une ponUe placée au sommet 
de l'angle et supportant un poids Q. 

l.e coté Oot est supposé horiiootal et les 
dimensions de la poulie sont négligeables. 

60. Soient A et B deux points situés sur 
la même horizontale. Au point A est attaché 
un cordon de longueur donnée a, dont l'autre extrémité porle un 
anneau C. Au point B est attachée l'une des extrémités d'un auire 
cordon dont l'autre extrémité passe dans l'anneau C et supporte 
ensuite un poids Q. Equilibre du système. 

61. Une ellipse pesante et homogène dont le plan est vertical est 
posée sur une droite horizontale située dans ce plan ; aux foyers de 
cette ellipse sont appliqués deux poids inégaux P et Q. On suppose 
l'équilibre établi ei l'on demande de déterminer les rayons vecteurs 
du point de contact de l'oUipse avec l'horizontale, ainsi que l'angle 
que fait le grand axe avec cette droite. 

62. Oii donne une demi-circonférence AB dont le bord A porte 

une poulie infiniment petite, sur laquelle passe 
un cordon supportant un poids Q. La seconde 
extrémité du cordon est attachée à un anneau 
assujetti à rester sur la demi-circonférence et de 
poids P : équilibre du système. 

P 63. Une tige honiogÈne AB, de poids P, est 

mobile autour d'un point A et supporte un 

appliqué en un point C tel que AC = (1. iîn quel 
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point D faut-il appliquer uue force donnÉc Q perpendiculaire à AB 
pour qu'il y ait équilibre ? 

64. Montrer que ies forces appliquées à un corps solide peuvent 
Être réduites à deuï forces rectutigulaires, dont l'une passe par un 
point donné. 

65. Montrer que les forces appliquées à uu corps solide peuvent 
être réduites à deux, faisant un angle donné. 

66. Si l'on a réduit à une force unique et à un couple toutes les 
forces appliquées à un corps solide, en prenant un centre de réduc- 
tion, montrer que la projection de l'axe du couple résultant sur la 
résultante générale est constante quel que soit le centre de réduction. 

67. Si l'on a réduit à deux les forces appliquées à un corps solide, 
le volume du tétraèdre dont ces deux forces sont deux arêtes oppo- 
sées est constant, quelle que soit la réduction. 

68. Y a-t-il dans un corps solide des points tels qu'en prenant 
chacun d'eux comme centre de réduction l'axe du couple résultant 
soit parallèle à la résultante générale 1 

69. Deux poulies dont les centres sont sur la même horizontale 

supportent un cordon auquel ^ 

f sont suspendus les poids P, Q, 

:a"/2j P' 1 équilibre du système. 

I 70. Un levier ADD, coudé à 

^ angle droit, est formé de deux 

barres de longueurs 2a et 26 et 
de poids P et P' ; il est mobile autour du point et est sollicité en 
B par une force horizontale dont on demande l'intensité quand OA 
fait un angle avec la verticale. 

7i. Une barre rigide pesante s'appuie sur un mur vertical par 
une de ses extrémités, et sur un plan horizontal par l'autre; celle- 
ci porte d'ailleurs un poids P, Trouver la position d'équilibre en 
tenant compte du frottement. 

72. Équilibre de deux points matévieis pesants assujettis à rester 
sur un cercle, et reliés par uu cordon de longueur donnée pa.ssant 
sur le cercle. 

73. Équilibre d'ime barre pesante soutenue pav 
un cordon qui passe sur une poulie et dont les 
oslrémités A et E portent les poids P et Q. 
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74. Équilibre de trois spJières placées clans une coupo h('>iiii-[>lu';- 



75. Équilibre d'une lame pesnntB ayant la forme 
isocèle et placée dans une coupe hémisphérique. 



pesante AOC est mobile autour de sori milieu 
et porta nn poids Q à son extrémité [1. Une 
autre barre pesante est raobsle autour d'un 

i point C situé sur la verticale du point et tel 
que OA = OB = OC; elle s'appuie sur Al! 
par sa deuxième extrémité D. Équilibre du sys- 
tème. 




ide non pesante OAM est mobile autour du 
point 0. On veut la maintenir hoi'iKou taie en 
la chargeant d'un poids P appliqué en A et 
en. faisant agir sur M une force Q dont la 
direction passe par un point B, donné, siir la 
verticale du point A- 

i" Calculer Q connaissant OA, 0.\I et AB. 
2" Déterminer ia longueur minimum qu'il 
faut donner k OU pour que la force Q soit la plus petite possible. 



78. On donne trois points A, B, G sur la 
tels que AB i:^ a, 




le horizontale et 
: b. tue corde 
de longueur 21 + 21' est fixée en A 
et C et passe en B sur une poulie flxe ; 
elle supporte des poids P et Q. Détermi- 
ner le rapport tt de manière que les 



a 

cordons soient égaux à ! 
l'équilibre est étabh. 



et à. ai' quand 



79. Décomposer le poids d'un triangle ABC en quatre ibiee* 
appliquées en B, en C et en deux points inconnus sur AD ^!. 
sur AC. 



80. On donne un polygone ABC... ; suivant les direclioiis des 
cillés sont appliquées des forces I''j, Fj, ... qui leur sont propor- 
tionnelles. Prouver que le système se réduit à un couple dont le 
moment est proportionnel à la surface du polygone. 
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EXERCICES 1(JH 

81. On donne trois poiiiLs A, B, C sur la circonférenco d'un 
cercle mobile autour de son centre; en A et en B sont appliquées 
deux forces données K, et F^. Trouver ia force Fj qu'il faut appli- 
quer au point C pour que le cercle soit en équilibre. ~ Jlinimum 

de 1'',. 

82. Equilibre d'un triangle équilatéral dont un sommet s'appui(; 
sur un mur et qui est soutenu par un cordon de longueur donnée 
passant par le milieu d'un coté. 

83. Une barre pesante OA, de poids P, est mobile autour d'un 
c point 0. A son extrémité sont attachés deux cor- 

f-lJ^"\.,^ dons qui passent sur deux poulies B et C, l'une 

A ^^ sur l'horizontale, l'autre srrr la verticale du 

/l \ P*''"'' ^ ^' '^'^^* ^'^^ OB = OC = OA. Iflqui- 

...,^1 Q— libre du système de deux poids Q et Q\/3 appli- 

p I qués respectivement en B et en C, 
'0 

A 84. Equilibre de deux poids 1* et Q placés 

sur deux plans inclinés et reliés par un cor- 
don qui passe sur une poulie placée sur 
- l'arête des deux plans. 

85. Équilibre de deux points matériels pesants assujettis à rcstei' 
sur un cercle et reliés par un cordon de longueur donnée, passant 
par l'extrémité du diamètre vertical. 

86 Cquilibie dune barre pesante et homogène dont los exti-émi- 
tfssappuieut =ur un plan vertical et sur un plan horizontal. On 
supposera connu le coefficient de frottement. 

87 Équihbie d'une porte qui peut tourner autour d'un axe fai- 
sant un angle a^ec la verticale. A son centre de gi'aviié est attaché 
un cordon qui passe sur une poulie placée dans un plan vertical 
contenant iaxe dans un plan perpendiculaire à cet axe passant 
par G et telle que sa distance à l'axe soit la distance de l'axe au 
point G. La deuxième extrémité du cordon porte un poids P. 

88. On donne un cercle vertical et un point C sur la verticale 
du centre. En anneau A, de poids P, mobile sur le cercle, porte 
un cordon qui passe en G sur une poulie et supporle un poid^! {> . 
Équilibre du système. 
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89. MÈme problème en supposant que le puiiit (' s 
extrémités du diamètre horizontal du cercle. 



90. Un quadrilatère matôriol ABCD dans lequel on a 

an^le B = 90", AC = iSG, CD = DA, 

repose par !e plus petit côté AH sur un plan horizontal. Kntrc 
quelles limites doit Ctre compris le rapport t-h ponr que ry(|uilibre 



lin demi-cercle AI5 situé dans un plan vertical et 
l'on suppose qu'une barre CD de longueur u s'ap- 
puie sur le demi-cercle et sur sou rayon vertical 
limité au centre. Déterminer la position d'équi' 
libre et examiner si l'équilibre est stable ou ins~ 
table. 




92 Deux poids V et IJ sont suspendus à des cordons qui, aprèt 
EiTOir passé sur deux poulies A et t! do rayons très petits, se termi- 
nent en nœud C auquel est suspendu un 
poids lî ; les points A et R sont sur la 
même hori/oniale. 

1° Trouver des formules logaritlimiques 
pour calculer les angles œ et 3/ que doivent 
faire les cordons CA et GB avec ia verti- 
cale du point C quand l'équilibre est 
établi. 

3° Monti'ei- que le problème n'est possible que si cliiicune des 
forces 1^, Û, H est plus petite que la somme des deux autres. 
3" Examiner le cas où R' = P* -f- Q^, et trouver, dans ce cas, 

la valeur de Vangle AGI! et celle du rapport -^i l désignant l'in- 
tersection de la verticale du point G avec l'horizontale Al!, 

93. Un levier coudé ù angle droit, pesant et homogène, dont le^, 
bras de levier ont des longueurs 2a et 2b, est mobile ttul;ouF d'un 
point 0. Trouver l'inclinaison par rapporta la verticale du point 
du bras de longueur ia lorsque l'équilibre est établi . 

94. Étant donné un rectangle AISCD, on propose de déterminer 
sur la base supérieure AB un point E tel, que si l'on détache le 
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triangle lïCE et que l'on suspende la ti'api';Kii AECD pur ly point V., 
la base inférieure CD soit horizontale. 

95. Un triangle A.BC s'appuie par deux de ses sommets B et C 
sur un cercle vertical fixe dont !e rayon est égal à celui du cercle 
circonscrit au triangle. 

l» Position d'équilibre ; 2^ Stabilité ; 3" Réactions du cercle en B 



,,^, 



pesante AE est portée horizontalement par deux 

fils AC et ÏÎD dont les longueurs sont données. 

/ L'extrémité G du premier fil étant fixe, oii faut- 

'1 prendre l'extrémité D du aeeond pour cpi'il j 

ait équilibre, tout restant dans nn plan vertical ? 
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CINÉMATIQUE 



CHAiniT.K PREMIER 

VITESSE DANS UN MOUVEMENT QUELCONQUE 

2-29. Du icmps et de s:i mesui'i;. — L;i cinématique, dont 
l'objet a déjà été déiini, est une science abstraite analogue à la 
géométrie et où, indépendamment des notions habituelles de 
la géométrie, on fait usage d'une notion nouvelle qui est la 
notion de durée ou de temps. 

On a la notion d'une durée et l'on conçoit l'égalité de deux 
durées, d'où il suit que le temps est une grandeur mesurable. 
On prend liabituellement pour unité de mesure la seconde de 
temps moyen, parce qu'elle est liée au mouvement des astres. 
Dès que l'on sait mesurer une durée, on peut fixer uu ins- 
tant quelconque I par rapport à un autre instant pris pour 
origine, au moyen du nombre d'unités de temps écoulées de 
l'une à l'autre, et en convenant d'affecter ce nombre du si- 
gne + ou du signe — suivant que l'instant I considéré est 
postérieur ou antérieur à l'instant origine. Appelons absdsKe 
de l'instant I ce nombre ainsi affecté d'un signe, et soient l 
et ^ les abscisses de deux extrémités 1 et 1' : l'abscisse de 
l'instant I' par rapport à 1 sera i' — t en grandeur et en 
signe. 

230. Trajecloire. —Nous avons appelé irajecLoint d'un point 
mobile le lieu géométrique des positions successives occtipées 
par ce point dans l'espace. 
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Ce lieu peut ûtro une ligne di'oite ou une ligne courbe ; on 
dit, dans le premier cas, que le mouvement est fecHUgne, et 
qu'il est curviligne dans le second. Nous nous occuperons sur- 
tout des mouvements rectilignes. 

231. Équation du mouvement. —Soit a/x la trajectoire d'un 

mobile animé d'un inouvement rectiligne ; le mouYenicnt du 

mobile est complètement délmi si l'on connaît à chaque instant 

la position qu'il occupe sur sa trajec- 

— ^ — ■ ■■ ■ toire. Or, prenons sur a^x un point 

lixe 0, fixons un sens positif de par- 
cours, par exemple le sens de gauche k droite, et appelons x 
le chemin variable, positif ou négatif, parcouru par le mobile à 
partir du point ; il est clair que Von connaîtra à chaque ins- 
tant la position du mobile sur sii trajectoire si l'on connaît la 
relation qui lie (cau temps. Cette relation, que nous suppose- 
rons mise sous la forme 

»■ = m, 

s'appelle Vri/i'ulioi' du viouvemunt ou la foniivU den i.'.s/i'ic.'.v. 

232 . Mouvement uuifoi'ine et mouvement varié. — On dit 

qu'un mouvement rectiligne est aniforma quand les espaces 
parcourus pendant des temps égaux sont égaux. Tout mouve- 
ment qui n'est pas uniforme est un mouvement varuK 

233. Vitesse dans le mouvement rocttlijjne et uniiorme. ~ 

On appelle vitesse dans mi mouvement reeliligiie et rmiforme, 
l'espace parcouru pendant l'unité de temps et mesuré ii l'aide 
d'une unité arbitraire, le mètre par exemple. En vertu de ce 
qui précède (331), ce nombre peut Être positif ou négatif sui- 
vant que le mobile se déplace sui' sa 

— ; — j »— ; trajectoire dans le sens adopté comme 

sens positif ou en sens contraire. Sup- 
posons, par exemple, que le mouvement s'effectue dans Iti 
sens de x' vers -r, et soient A et A.' ses positions respectives 
aux instants t et i-^-i, séparées par la distance d ; si 
l'on a choisi le sens qui va de af vers x comme sens positif 
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de parcours, la vitesse est d ; tlans lo cas cunlraire, clic est 
— d. 

Quoi qu'il en soit, on voit qu'on peut la représente!" par un 
vecteur AA' dont la valour absolue est la même que celle de 
la vitesse, et dont le sens est le mémo que celui du mouve- 
ment, 

234. Formule des esiiaces dans le mouvement l'ectUlgiie et 
uniforme. — 11 est aisô de voir qu'un mouvement recliligne et 
uniforme est complètement délini quand on en connaît la 
vitesse. Soit en effet w'x la trajectoire sur laquelle nous fixe- 
rons un sens positif, le sens de x' vers x, et une origine 0. 
Concevons que l'on observe le mobile \x un instant donné, 
__ quand il est en A par exempte, 

—, . 1 . et considérons le temps comme 

positif ou comme négatif suivant 
qu'il est postérieur ou antérieur &. cet instant. Appelons ins- 
tant origine ou temps zéro l'instant où le mobile passe en A, 
et soit ( un intervalle de temps quelconque, positif ou négatif, 
compté à partir du temps xéro. Appelons enfin v la vitesse du 
mobile, c'est-îi-dire le segment algébrique parcouru par lui 
pendant une unité de temps ; le nombre v est positif ou néga- 
tif suivant que le mouvement s'effectue dans le sens positif ou 
dans le sens négatif. 

Cela posé, appelons M la position du mobile au temps l et 
proposons-nous de calculer le segment algébrique OM con- 
naissant le segment algébrique OA, le temps ( et la vitesse i'. 
Ou a 

OA-+-AM -t-MO = 0, 
et, par suite, OA -i- AM -h MO -+- OM = OM ; 
et, comme MO + OM = 0, il s'ensuit que 

OM ^ OA-+-AM. 
Tout revient donc !i calculer le segment algébrique AM. Or, il 
est clair que la longueur de ce segment est égale à la valeur 
absolue du produit vt ; il reste à prouver que les signes sont 
les mêmes. Il faut pour cela distinguer quatre cas suivant les 
signes de v et de (, savoir i 
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i" V et I loua deux positifs ; 2^ u et f tous deux négatifs ; 
S" V positif et ( négatif ; 4" v négatif et t positif. — Nous nous 
bornerons à on examiner un, le raisonnement étant le môme 
pour tous. Supposons par exemple v positif et f négatif ; le 
mouvement s'effectue dans le sens positif, mais ; étant négatif, 
l'instant où le mobile est en M est antérieur à celui où il est 
en A, donc le segment AM est négatif, comme le produit vl., 
ot l'on a 

AM = cl. 
Si donc Xt, est l'abscisse du point A et a l'abscisse du point 
M, on a la formule 

X ^ x^ t-vi, 
qui défiuit complètement le mouvement, puisqu'elle donne à 
chaque instant l'espace parcouru. 

23o. Hemabque. — La vitesse dans un mouvement vmiformc 
est égale au quotient de l'espace parcouru par le temps em- 
ployé à le parcourir, caria formule que nous venons d'établir 
du une 



23{) . Vitesse moyenne et vitesse à un instant donné dans un 
mouvement rectillt|ne et varia. — Lorsque îe mouvement LÎ'i\n 
mobile n'est pas uniforme, il est naturel pour s'en faire nnt! 
idée, de le comparer h celui d'un autre mobile animé d'un mou- 
vement uniforme et qui parcourrait le niSme chemin pendant 
le même temps. Soit x l'espace parcouru par le premier mo- 
bile, pendant le temps t ; si lo second mobile parcourt cet es- 
pace d'un mouvement unifoi'me et pendant le même temps, sa 
vitesse, d'après ce qui précède, serait - : ce quotient - s'ap- 
pelle la vitesse maijenne du mobile pendant rintervalle do 
temps (. Ainsi, on appelle vitesse moyenne d'un mouvement 
varié, pendant un intervalle de temps (, le quotient de l'es- 
pace parcouru pendant cet intervalle de temps par le temps 
employé à le parcourir. 

Supposons que l'on considère le mouvement pendant un in- 
tervalle de temps très court, de l'instant t à l'instant / -i- a', 



y Google 



rjiAi'irui: pleitier ili 

et soit ia; l'espace parcouru pendauL ce temps ; l'expression 
de la vitesse moyenne, pendant l'intervalle de temps i(, est 
alors —1 et l'on appelle Kilensn du mobile à l'insfant t la li- 
mite de !a vitesse moyenne — lorsque a/ tend vers zéro. Par 
définition même, la vitesse à l'instant t est donc égale h. la 
dérivée de l'espace par rapport, au temps ; de sorte que si 

X -^ f(i) 
est la formule des espaces, la vitesse à un instant quelconque 
sera donnée par la formule 

"-ni). 

qu'on appelle la formule des t-iiesses. 
Par exemple, si la fonnule des espaces est 

la formule des vitesses est 

V = /,-+-2c!; 
si la formule des espaces est 

X = Il sin ^-1 ■+■ b cos 'J-I, 
celle des vitesses est 

V — a(a co>i 'J-l ^ Ij sin aï), 
etc. 

Appelons M la position du mobile sur sa trajectoire .t'j;, à 

l'instant /. On rn«r)c(if de représenter la vitesse à cet instant 

par un vecteur MV mesuré par le 

^ ^ mrme nombre que la vitesse et 

'^' porté dans le sens du mouvement. 

Cette convention n'est que l'extension de celle qui est relative 
il la représentation géométrique de la vitesse dans le mouve- 
ment uniforme ; car, par définition, la vitesse îi un instant 
donné n'est autre chose que la vitesse d'un certain mouve- 
ment uniforme. 

237. Vitesse dans un mouvement curviligne quelconque. — 

Considérons maintenant un mouvement curviligne quelconque. 
Soit (C) la trajectoire sur laquelle nous fixerons convention- 
nellement un sens positif de parcours, et soient M et M' les 
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posUions du mobile sur sa trajeoloire, aux instants ' et 
I +i/. Si l'on suppose xi très petit, on 
a une idée approchée chi inouvomcnt en 
(g) le comparant à celui d'un mobile cpii 
parcourrait k corde MM' pendant le 
temps ^1. 

, corde MM' , ,, , . 
Le rajiiion s appelle iu vi- 

liissi: muiieiini: du mobile considéré pendant rintei'valli; de 

temps i( ; c'est la vitesse d'un mouvement uniloinie suivant 

la corde MM' et en vertu duquel l'espace parcouru pendant le 

temps Ai est égal à la corde MM' ; par conséquent, si Ton se 

reporte à la représentation géométrique de la vitesse dans un 

mouvement uniforme, celte vitesse moyenne sera représentée 

piu' an vecteur dont la valeur absolue est la même que 

, coA'de MM' ^ . . ,, , , , 

coik' (lu rapport et qui csit porté dans io sens du 

mouvement. 

Lorsque if tend vers zéro, le point M' se ïapproche indéfmi- 

, corde MM' , , , . 
ment du pomt M ; le rapport tend j^énéralcment 

vers une limite u, et enfin le vecteur qui représente la vitesse 
moyenne tend vers une position limite tangente en M ii la tra- 
jectoire et dont la longueur est o. Ce vecteur limite MV s'iqj- 
pelle la vitesse du mouvement curviligne à l'instant (. Ou a 
d'ailleurs 

corde MM' _ corde MM' arc Mïl' 
Tt ^ "ârc'MM' M 
Lorsque i( tend vers v.ùtù et, par suite, que M' se rapproche 
corde MM' 
mdelmmient du pomt M, iiii dcmonti-e que le rapport ,,,„- 

a une limite égale à l'unité. 11 en résulte que la limite de 

corde MM' , , , ,, , , arc JtlM' 

■ est la même que celle du rapport — i ce qui 

montre que la vilessu à l'inslanl t i:sl encore ihja!'', en l'inuxlrur, 
à la limiiii du rappnrf ih'. l'eupari- /ini-ciiii'ii nu Imijin emplnijr 
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238 . Mouveinant de l'otatioii uniforme autour d'un axe fixe ; 
vitesse angnlaire. — Supposons par exemple que la trajoctoire 
soit un cercle de centre : on dit alors que le mobile est 
animé d'un mouvement de rolalion autour d'un axe qui est la 
perpendiculaire au plan du cercle menée par le point 0. On 
dit d'ailleurs que le mouvementde rotation estîiw/'orai<î quand 
le mobile parcourt des arcs égaux pendant des temps égaux. 
Si l'on appelle v l'arc parcouru pendant l'unité de temps, en 
recommençant le raisonnement qui a été fait pour le mouve- 
ment rectiligne et uniforme, on voit que la formule des es- 
paces est encore x ■-- x, + vt, 

et la vitesse à un instant quelconque est constante en gran- 
deur et égale h. v. 

Quand un corps solide tourne autour d'un axe, chacun de 
ses points décrit une circonférence ayant son centre sur l'axe 
et dont le plan est perpendiculaire îi cette droite. Tous les points 
du corps tournent du même angle pendant le même temps, 
c'est-à-dire que les arcs qu'ils parcourent pendant le mihne 
temps, sur leurs trajectoires respectives, ont lamcme gradua- 
tion. 11 en résulte que tous les points situés à la même dis- 
tance de l'axe sont animés de la même vitesse au même ins- 
tant ; on appelle alors vilcsm; an'julaire de rotation^ h un ins- 
tant donné, la grandeur de la vitesse à cet instant d'un point 
quelconque situé à l'unité de distance de l'axe. Lorsque le 
mouvement est uniforme, la vitesse angulaire est évidemment 
constante. 

Connaissant la distance r d'un point M du corps à l'axe et 
la vitesse angulaire <» ii un instant donné ', il est facile de 
calculer la grandeur v de la vitesse du 
point M à cet instant. Soient en ellet M 
el M' les positions du point sur sa Irajec- 
luire aux instants t et î-i-i(, et soit 
O le centre de la trajectoire. Considérons 
le point m du corps situé sur le rayon OM 
et à une dislance de l'axe égale à l'imité ; 
soit iitiii' l'arc de même centre que MM' 
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piircotirii par ce poinl pendant le temps il. Ou ;i é vide m ment 

arc MM' _ OM 

arc mm' Om 
cest-à-diro, puisque OM = ;■ et Om ~ 1, 
ai-o MM' 



d"où 


arc MM' =- 


On en déduit s 


iccessivcmoiit 




arc MM' 



et 



lim 



arc MM' 



c'est-à-dire v = "'i'. 

D'apriis cela, yi tu est la vitesse angulaire dans un mouve- 
ment fie rotation uniforme, l'arc x, parcouru pendant le 
temps (, par un point du corps situé à la distanco /■ de l'aM., 
est donné par la formule 



239 . Tracé géométrique repréaciitaiit la loi d'an inoin'emeut ; 
courbes dBs espaces et des vitesses. — Supposons tjue la for- 
mule dos espaces dans Un mouvement quelconque, rectilig.iic 
par exemple, soit 

(1) ^- --= fi). 

Traçons dans un plan dons axes rectangulaires 0', 0.c, 
fixons sur chacun d'eux un sens positif et un sens négatif, e(, 
apri.'s avoirchoisi deux longueurs 
arbitraires pour représenter l'u- 
nité de temps et l'unité de lon- 
gueur, portons sur Ot des lon- 
gueurs proportionnelles ans 
temps, et sur Oa: des longueurs 
proportionnelles aux espaecspar- 
courus. En d'autres termes, con- 
sidérons dans îa formule (i) l 
.me l'ordonnée d'un point rapporta 
et Oa- ; alors cette équatii.m 



X 




'P 




h 


^fn 


H- 


_^_ 






7 



comme î'ubscissee 

aux deux axes rectangulaire; 
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représente une courbe (G) qui, une fois tracée, penueL de ilé- 
terminertoutes les circonsLances du mouvement ; on l'appelle 
courbe des espaces, parce que son ordonnée, mesurée ù l'échelle 
des longueurs, fait connaître, à chaque instant, l'espace par- 
couru par le mobile sur sa trajectoire. Rien ne s'oppose du 
reste k ce que l'on prenne la même longueur pour représenter 
l'imité de temps et l'unité de longueur, et c'est ce que noxis fe- 
rons à l'aYenir, 

Quelle que soit d'ailleurs la convention faite k l'égard du 
choix de ces unités, on voit que si le nioiivemcnV est uniforme 
l'équation (1) est de la forme 

3; = a'o -+- vt, 
et la courbe des espaces est une ligne droite ; si la fuimulo 
des espaces est 

la courbe des espaces est une parabole, et ainsi de suilc. 

On voit enfin, d'après cela, ce qu'il faut entendre par rom-hr 
des vitesses, et comment on pourrait construire cette courbe. 

Quand la courbe des espaces est tracée, il est facile d'avoir 
la vitesse ii un instant quelconque /. Soient en elï'ot M et il' 
les points de la courbe des espaces qui correspondent aux 
abscisses t et t~h\t, xetx~]-\x les ordonnées Pli et 
P'M' de ces deux points. On a vu que la vitesse ti l'instant t est 
la limite du rapport — lorsque Ai tend vers zéro ; or, on a \-u 
en géométrie analytique que la limite de ce rapport, quand il 
tend vers zéro, est égale au coefficient angulaire de la tangente 
en M il la courbe (G) ; par conséquent, si a désigne l'un quel- 
conque des angles que 0* fait avec cette tangente, et si l'on 
appelle v la vitesse à l'instant (, ou a 

On peut alors, au moyen de la courbe des espacos, coiiiiliuire 
la courbe des vitesses. Prenons en effet PI = h- 1 et menons 
la parallèle IHV à Oa.- ; dans le triangle rectangle HMV -mu 

nv = 1111 tg:!, 
et, w^mme Mil = PI = 1 , ou a !1V ■:= c. 
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Ainsi, HV mesurée ;i l'écholle des longueurs représente la 
\ilesse h l'instant t, ce fini permet par suite de construire la 
courbe des vitesses. 

Inversement, la courbe des vitesses étant (racée, on pciil en 
déduire une interprétation géométrique de la solution do pro- 
blème suivant : 

240, Passer de la loi des vitesses * la loi des espaces. --- On 
no peut guère songer à donner une solution complète de ce 
problème dans im ouvrage élémentaire ; aussi nous nous bor- 
nerons à quelques indications succinctes. 

Proposons-nous donc, étant donnée la formule des vitesses, 

(1) V = <f{t), 

de calculer l'espace parcouru de l'instant ta àVinstant t ; airtre- 
ment dit, cherchons la différence entre les abscisses a'„ et x 
du mobile aux. deux instants considérés. Supposons, poai 
cela, qu'entre les detis instants la vitesse varie toujours dans 
le même sens, qu'elle aille, par exemple, constamment en 
croissant. Partageons l'intervallfi ; — ta en n parties très 
petites, 0, et soient (,, t^, . . . , f„_i les abscisses qui eorrespou- 
dent à cette subdivision, ce qui revient à dire que nous 
posons fi = ;„ 4- 9 ; (^ = (, + fl, etc. ; appelons enfin Va, 
Vi, . ., ti„_i, lï les valeurs respectives de la vitesse aux instauts 
ï„. 11, . . .,(,!_:, I, calculées au moyen de la formule (1), Si Ton 
suppose assez petit, on pouiTa considérer le niouvcmenidu 
mobile comme un mouvement unifortne dans chaque inter- 
valle S et l'on pourra faire deux hypothèses : 

Ou hien on pourra supposer que le mobile a la vitesse v^ de 
l'instant („ îi l'instant f,, la vitesse Ui de t, à ^, et ainsi de 
suite ; ou bien on pourra supposer qu'il a la vitesse v, dans le 
premier inter\-ailc, la vitetîi^e u. dans le second, etc. Lcii Kr- 
paces successifs parcourus dans la première hypolbése soul 

"ot'i-M, Mu~:u, ■■■, »„-,((--vv., 

et l'espace total x — .(■„ parcouru réellement est supérieur 
à l'a somme de ces espaces partiels ; on a donc 

j-- — --h > <\{'> - U + o,(^-- ^)^ y- -.'.-iC— k, .,)■ 
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En adoplant la seconde hypothèse, on voil de i 



.<",(!, -f.) H 



-(,)H 



-0^ 



Lorsque n croît indéfiniment, G tend vers zéro, et les seconds 
membres de ces Inégalités ont ordinairement une limite com- 
mune qui dépend de ( otque nous désignerons par /'(/); il en 
résulte que la loi du mouvement est donnée par ia formule 

'-'-. = M 

ou x = i, + AI)- 

Supposons que la courbe des vitesses ait été tracée, et soient 
Slflio et Mi les ordonnées qui correspondent aux abscisses '„ 
et i; menons les ordonnées Mi(i, M^fa, ... relatives aux ins- 
tants l,, (j, . . . , puis au moyen 
de chacune d'elles, construi- 
sons les rectangles analogues à 
M^I„l,Pi et à Qa'o'iM,. Appelons 
rectangles inscrits dans la courbe 
des espaces les rectangles ana- 
logues k Mj/jijPi, rectangles cir- 
conscrits les autres. Le premier 
rectangle inscrit a pour mesure 
''o('i~''o)' 8t le premier rec- 
tangle circonscrit i\{l, — !„) ; 
le second rectangle inscrit a de même pour mesure i;{U — '0' 
et le second rectangle circonscrit Oî{U-—'i): et ainsi de 
suite. Il en résulte que l'espace œ — x^, parcouru par le mo- 
bile pendant le temps I — f„, est compris entre la somme 
des rectangles inscrits et la somme des rectangles circons- 
crits. Or, on démontre que si n augmente indéfiniment, ces 
deux sommes ont une limite commune égale à l'aire du 
trapèze curviligne M„r„/M : l'espace parcouru est donc repré- 
senté par l'aire de ce trapèze. 
Par exemple, si la formule des vifessoi^ esl 
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la courbe dos vitesses est une droite 
I), dont ie coefficient angulaire est 
a et dont l'ordonnée à l'origine est 
h. L'espace parcouru du temps 
zéro au temps ;, c'est-à-dire pen- 
dant ie temps (, est représenté par 
l'aire du trapèze M„OfM. 
Mais on a 



, pour I espace parcouru, 
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CHAPITRE II 
MOUVEMENT RECTILIGNE ET ONIFÛRMÉMENT VARIÉ 

241. Définitions. — On dit qu'un niouvoment est uniformé- 
ment varid quand la vitesKe varie de quantités égales en des 
temps égaus, et l'on appelle «océ/éra(io(! d'un mouvement de 
cette nature, la quantité constante positive ou négative dont 
varie la vitesse quand on passe du temps ( au temps i-v- i. 
Suivant que l'accélération est positive ou négative, le mouve- 
ment est uniformément accélérd ou uniformément retardé. 

24S. Formule de la vitesse dans le mouvement unliormément 
varié. — Soient -; l'accélération, vi, la vitesse au temps zéro 
ou t>itose j«î(ia/e et fila vitesse au temps (. Si l'on rapproche 
la définition du mouvement uniformément varié de celle du 
mouvement uniforme, on voit que l'accélération joue, dans le 
mouvement uniformément varié, le rôle de la vitesse dans le 
mouvement uniforme. 11 suit de là que si la fonniilo des es- 
paces dans le mouvement uniforme est 

X =^ X„+ 1)/, 
celle des vitesses dans le mouvement uniformément varié sera 
v = v,+ yt. 



ce qui montre que l'accél&i-aiion dhm viouvemeni uuljunïiémunl 
varié est égale au qitotient de la vai-ialion de la vitesse pui- la 
variation correspondante du temps. 

243. Accélération dans un mouvement rectillgue quel- 
conque. — La comparaison d'un mouvement varié à un mou- 
vement uniforme nous a conduit à la notion de la vitesse dans 
un mouvement quelconque ; pareillement la comparaison d'un 
mouvement rectiligne quelconque à un mouvement rectiligne 



y Google 



180 CI^■ÉMATIQliE 

et uniformément varié, va nous permettre d'étendre la notion 
d'accélération aux mouvements rectilignes quelconques. 

Appelons, pour cela, o et o + 4u les vitesses respectives 
d'un moliile aux instants (et ; + 4(. Pour avoir, une idée 
approchée du mouvement de ce mobile, il est naturel de le 
comparer h celui d'un autre mobile animé d'un mouvement 
uniformément varié sur la même trajectoire, et de manière 
que ses vitesses respectives aux instants (et i -+- i( soient 
précisément égales à o et à u + Au ; l'accélération de ce mo- 
bile, en vertu du numéro précédent, serait — : on l'appelle 
VaccÉlération moyeiine du premier mobile pendant le temps A/, 
Par analogie avec ce qui a été fait dans la définition de la 
vitesse, on est conduit à appeler accéléraiion â rinutant t dans 
un mouvement rccliligne quelconque, la limite du rapport 
— lorsque ^t tend vei's zéro, c'est-à-dire la limite de l'accé- 
lération moyenne, pendant l'intervalle de temps M, quand cel 
intervalle de temps tend vers zéro. Le rapprochement de cette 
définition avec celle de la dérivée montre que Va,ccéUraiion à 
l'instant t est éf/ale à la dérivée de la vitesse pur vappoH "■'<i' 
temps. Gomme d'autre part !a vitesse est égale à la dérivée de 
l'espace, il en résulte que l'accélération est é'jalr, à lu dérivée 
seconde de l'espace par rapport au temps. 

Si donc x = f{t) 

est la formule des espaces, celle des vitesses est 

« = f (0, 

et celle des accélérations, 
Si la formule des vitesses est 

V = 'ffj), 

celle des accélérations est 

Y = ?'(<)• 

En particulier, si l'espace jk est lié au temps i par la relation 
(i) 3:^a + ht^cl\ 

du second degré par rapport au temps, on a 
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(jt le mouvemeiilesl uniformément varié. 

Nous allons montrer que, réciproquement, dans tout mou- 
vement uniformément varié, l'espace est lié au temps par une 
relation de ia forme [i). 

244. Loi des espaces dans le mon^'ement uniformément 
varié. — Soit en efi'et x'x la trajectoire sur laquelle nous 
prendrons comme sens positif le sens de lu vitesse initiale v„, 
de sorte que v^ sera une quantité positive. Proposons-noxis 
de trouver l'espace parcouru pendant le temps t. Pour cela, 
nous examinerons deux cas, suivant que la vitesse ne s'annuie 
pas ou s'aimule lorsque le temps varie de zéro à t{t~>(i). 
Examinons d'abord le premier cas ; il se subdivise en deux 
autres, suivant que le mouvement est uniformément accéléré 
ou uniformément retardé. 

Supposons en premier lieu que le mouvement soit unifor- 
mément accéléré, c'est-à-dire que son accélération y soit po- 
sitive. Partageons le temps ( on )i parties égales à G ; posons, 
pour un instant, 

et appelons v„, o^, ..., (î„_i, ■" les vitesses respectives du 
mobile aux instants zéro, h, . . . , /„_i, I. Soient enfin .t,, et 
X ses abscisses aux instants zéro et (. En reprenant texluelU;- 
ment le raisonnement du numéro 240, on a 

Vtfi-hvfi-{ -H»„_i9 <.i; — 370 < r,0 + rjO+ ■■■ -f-ufl. 

Or, on a d'une manière générale 

par suite u, = «„ -+- ï-fO ; 

donc les inégalités précédentes peuvent s'écrire successive- 
ment 

(1) e[D, + v„ + iii-\ \-v, + (n — i)-i-e] 

<x^x^ < 6[«„ -+■ 7O -H »„ -f- 27O H ht-, -H«70|, 

,,y^8-h-((i=(l+2+---t-«— l)<a;'— y;„<r(y„0-HY^3(l-[-2H ^ïi), 

nin — i) ,i!n-hi) 
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ii l'on remplace par — > elles deviennent 



et, d'autre part, si n croit indéfiniment, les teri 
ont la mCme limite. 



Supposons en second lieu que le mouvement soit u 
ment retardé ; la formule des vitesses est alors 

•; désignant la valeur absolue de raccélération, etie i 
ment, puisque la vitesse ne s'annule pas de ïéro à l, reste le 
même que plus haut ; seulement au lieu des inégalités (1) 
on a les suivantes : 

0[r„ + tt, — yû -1- h v, — -({n — l'fi] > »■ — aÎQ 

> H[i:^ — -fi^v^ — 2'fi-[ -i-Uj^ — Y^fll, 

que l'on met facilement sous la forme 



'--(>>'. 



1 . 

On eu conclut x— .ra == u„i -jr 



(3) ^• = ,T.+ ,;.(— i- 



formule qui ne diffère de la précédente que par le cliange- 
ment désigne de y- 

Il reste à examiner le cas où la vitesse s'annule lorsque le 
temps varie de zéro à t. Dans ce cas jj» étant par hypothèse 
positive, l'accélération est négative et la formule des vitesseri 
est 
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il en résulte que la vitesse s'annule lorsque la valeur ', ilu 
temps est égale à — . Soit (' le nombre d'unités do temps 
écoulées de l'instant /, à l'instant f; on a évidemment 

/j -H i' = ;, 

et le mouvement comprend deux phases. Pendant la première 

phase, de durée i„ le mobile 

A, M A y^ (jg sa position initiale A„ h 

^ une position A dontl'abseîsse 

wi, oblemie au uioyiîu de la formule (3), est 

(4) .i-, = x,^o.t,-~-{il 

Pondant la seconde phase, de durée /', la vitesse change de 
signe, le mobile revient sur ses pas, va de A en M, et l'on a 



de sorte que l'abscisse du mobile au temps ; est dolinio, 
grandeur el signe, par la formule 

X = .r, + v„l, — - '{l] — - Y' '- 

Si l'on remplace, dans cetle formule, ([ par — et i' i 

/ - — -, elle devient successivement 
ï 

— ^"_ ^ 



hd'f) 



i , 

el -K = ^'o -t-«of — "ôï* ■ 

On retrouve ainsi la formule (3), qui est d'ailleurs elle-mèuie 
comprise dans la formule (2) si l'on regarde, dans cette der- 
nière, 7 comme négative. Ainsi, dans les deux cas, la formule 
des espaces est 

■« = "■•+'•'+?■"■■ 

On s'assure du reslc sauï^ diflicuîté que cette formule, éta- 
blie en supposant v^ et t positifs, est générale, de sorte que 
dans tous les cas, la formule des espaces dans le mouvement 
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uniformémeiiL varié esl bien de la forme 

24o. Loi rte la eliiite des corps dans le vide. ~ Un exemple 
de mouvement uniformémenl varié nous est fourni par la 
chute dos corps dans le vide. On prouve en effet qu'un corps 
abandonné à lui-môme, [\ ime certaine hauteur au-dessus du 
sol et dans Se vide, se déplace suivant la verticale du point dG 
départ, d'rm mouvement uniformément accéléré. L'acccléra- 
iion du mouvement, qui est la niome pour tous les corps, est 
égale h 9°,80Î)G ii Paris ; on la représente par la lettre y. Divers 
appareils ont été imaginés pour vérifier la loi de la chute des 
corps. Les pkis usités sont la machine d'Atwood et l'appareil 
du général Morin. J\oiis allons donner la descriplion de ce- 
lui-ci. 

24f>. A.ppai'eil Morin. — L'appareil du î,'én6ral Mownse com- 
pose essentiellement d'un cylindre vertical en bois, mobile 
autour d'un axe ;5galement vertical, ctcouvert d'une feuille de 
papier. Le mouvement est produit par la chute d'un poids P, 
attaché à l'oxtrémité d'ime corde qui s'enroule sur l'arbro d'un 
treuil. L'axe du treuil est fixé sur une rouo dentéo U, dont les 
dents, inclinées à 4o°, s'engrènent d'un cùté avec l'axe A.V 
du cylindre, de l'autre avec l'axe Blï' d'un volant à iiilottes. 
Sous l'action du poids P, le cylindre prend un mouvement 
uniformément accéléré; mais, par suite de la résistance 
opposée par l'air au mouvement des ailettes, résistance qui 
croit avec la vitesse de rotation, lo mouvement tend à deve- 
nir uniforme, ce qui arrive, généralement, quand le poids P 
est à peu près aux deux tiers de sa course. On s'en assure du 
reste par les chocs que produisent les ailettes sur une petite 
lame de baleine fixée à la partie supérieure du bâti qui 
supporte l'appareil. 

Quand le mouvement est uniforme, on laisse tomber 
un poids cvlindro-conique , Q, en fonte, primitivement re- 
tenu par un crochet et dont la surface est munie d'un 
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cia>on perpendiculaire i li smfaco du cylindre en bois sur 
laquelle il tiace un>- hgiii^ : c'est de la nature de la trans- 
formée de cette ligne 
quand on développe suf 
un plan la feuille do 
papier qui recouvre la 
surface latérale du cj- 
lindre, que l'on déduit 
la loi de la chute des 
coriis. Avant de dire 
comment, noua allons 
terminer rapidement la 
description de l'appa- 
reil et indiquer quel- 
ques détails de l'expé- 
rience. 

Pendant la cluite du 
poids Q, le frottement 
du crayon sur la surface 
du cylindre tend ;) dé- 
^icr ce poids de la ver- 
1 li^J'' licale. Pouf éviter cette 

,J_»''^ t .!![_. ~_ja# déviation, le poids Q 

porte deux appendices 
I ^ ^ II, 1 11 I dtns lesquels s'engagent deux fils /■/■' et 
;/ qui lUM-ut di oUide-- D'ailleurs le crayon presse toujours 
légalement sur la suitdtt du cylindre tournant, sous l'action 
d un petit lessoit placé dins le même tube métallique que ce 
crayon, et un dispositif spécial permet de ne laisser sortir 
celui-ci au'an moment où le déclic se produit et où le poids Q 
commence à tomber : de cette façon on évite Tusure inutile du 
crayon. 

L'expérience se fait dans l'air ambiant, dont on peut négli- 
ger la résistance à cause de la grande densité du poids Q par 
rapport k son volume, et h cause aussi de la faible duiée de la 
chute funefraclion de seconde). Ajoutons enfin qu'à l'aide, soit 
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dn poids P, soitderinclinaison des ailettes, on règle le mouve- 
ment de rotation du cylindre de manière que celui-ci ne fasse 
qu'un tour pendant la durée de la chute. 



247. Vérification de la loi de la chute des corps au moyen 
de l'appareil lUorin. — Cela posé, soit OMÎS la transfornitie sur 
le plan de la ligne tracée par le crayon sur la surface du cylin- 
dre tournant ; soit Oi/ la génératrice du cylindre qui passe 
parle point 0, d'où part le crayon, et Oj: le développement 
du parallèle du cylindre qui passe par 
. le même point. Traçons plusieurs pa- 
rallèles équidistsuites II', HH', KK', 
B., et soient M, Mi, Mj, ... leurs 
points de rencontre respectifs avec ia 
ligne. A l'instant okla pointe du crayon 
s'est trouvée en M, la génératrice 11' 
était venue prendre, dans l'espace, la 
place de la génératrice 0// ; par suite, 
puisque le mouvement de rotation est 
uniforme, il est permis de supposer 
que l'abscisse 01 du point I mesure 
le temps écoulé k partir du commencement de la ciiute, et que 
l'ordonnée IM mesure l'espace parcouru par le poids Q. lui 
d'autres termes, l'ordonnée d'im point quelconque de la ligne 
OMN, rapportée aux axes Ox et 0;/, reiirésenle l'espace par- 
couru par le point Q pendant tm intervalle de temps mesuré 
par l'abscisse de ce poids ; ou encore, si l'on veut, la courbe 
OMN est ia courbe des espaces rapportée aux axes Oa: et Oy, 
Ox étant l'axe des temps. Or, si l'on mesure les ordonnées des 
points M, Ml, Mî, ..,, dont les abscisses sont 01, 20T, 
301, etc., on trouve HMi = 41M, KMj = 3= X IM, ... ; d'oti 
il suit que les espaces parcourus sont proportionnels aux car- 
rés des temps. Il en résulte aussi que la courbe des espaces 
est une parabole dont Ox est la tangente au sommet. 

En réalité, on n'obtient ainsi qu'une vérification approxima- 
tive de la loi ; car le point n'est pas exactement confondu 



^ 


' K H 




0' 


X 

N 




/ 

K' 


< 

H' 


r 




/ 


[ 








V 



y Google 



CUAI'ÏTIIE 11 187 

avec le sommet de la parabole. Pom' Taire mie vérification plus 
rigoureuse, on détermine graphiquement le sommet en déter- 
minant le foyer au moyen de deux tangentes et des rayons vec- 
teurs allant des points de contact au foyer: ces rayons vecteurs 
sont faciles à construire à l'aide de la propriété de la tan- 
gente, car on connaît la direction de l'axe. Ayant le foyer, on 
en déduit l'axe, et, par suite, le sommet. 

Au lieu de vérifier la loi des espaces, on peut Yérifler î;i 
loi des vitesses. Pour cela on mesure les angles que les tan- 
gentes aux divers points de la courbe font avec l'axe des x ; on 
constate alors que les tangentes trigonométriques de ces angles 
sont proportionnelles aux temps. 
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CHAIMÏRE ili 
COMPOSITION DES MOUVEMENTS 

'±'iH. Kouvemenis roliiiîJs. — iXoiis nvon^ !q>i>ii\é iijslhiir iiicii- 
riabh un systùme de points dont les distances mnUiellPH res- 
tent constantes. Appelons S iin système invariable en mouve- 
ment et soit M un point mobile dans le système. Le mouvement 
du point M peut être regardé, soit parimobservatGurfixe dans 
l'espace, soit par un obsenateur entraîné avec le sj^stème ; le 
mouvement du point M, regardé par le premier observateur, 
s'appelle on monvemuni absolu, et l'on appelle mouvemKiil re- 
latif dn point M -celui qui est regardé par le second observa- 
teur; enfin on appelle mowfiJmew/fiVîifraî/iemcjiï le mouvement 
du système S regardé par un observateur lise dans l'espace. 
Tous les mouvements observés k la surface de la Terre sont 
des mouvements relatifs, car la Terre est en mouvement dans 
l'espace. Kous n'avons donc pas, dans la nature, d'exemples 
de mouvements absolus, mais nous n'en concevons pas uioin;^ 
leur existence. 

T.oirique l'observateur entraîné avec le système S n'a pas 
conscience de son mouvement, s'il regarde un observateur 
lixe dans l'espace tout se passe pour lui comme ai ce dernier 
observateur seul était mobile. Ce mouvement fictif regardé 
par l'observateur entraîné avec le système mobile s'appelle un 
vwuvmnent apparent. C'est ainsi qu'un observateur placé à la 
surface de la Terre voit fous les astres effectuer une révolution 
complète autour de la Terre dans l'espace de 24 beuros sidé- 
rales, alors que c'est la Terre qui effectue une rotation sur 
elle-mfime dans le même temps. C'est ainsi également qu'un 
observateur placé sur le pont d'un navire qui s'éloigne du ri- 
vage, croit tout d'abord rjue c'est le rivage qui s'éloigne du 
navire ; ce n'est que la réilcxion et la conscience de soii inou- 
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vemenl propre qui parYiemieiit, ;iu boul de ijucltiLic temps, à 
détruire celte illusion. 

Nous n'avons parlé, jusqu'ici, que d'un seul mouvciiioul re- 
latif; mais on peut concevoir, plus généralement, qu'uu point M 
soit mobile dans un premier système S,, mobile lui-mcme 
dans un second système Sa, ... , le dernier système S„ litant 
mobile dans l'espace. Si l'on imagine alors plusieurs obser- 
vateursentralnésrespectivementavecles systèmes ShS^, ...,S„, 
les mouvements du point M, observés par chacun d'eus, sont 
des mouvements relatifs, et le mouvement absolu du point M 
est celui qui est regardé par un observateur flxe dans l'espace. 

249. Remarque. — La position, dans l'espace, d'un systemii 
invariable S est parfaitement définie quand on connaît les 
positions occupées par trois points du système non sitiiés en 
ligne droite. 

Appelons en efïet S, une position du système et A.,, Bi, Ci 
les positions respectives correspondantes de trois de ces points 
A, B, C non situés en ligne droite. Si on déplace le système S 
de manière que A vienne en A., et B en Bi, et si on fixe alors ces 
points, les seuls mouvements que puisse prendre le systi^mi; 
sont des mouvements de rotation autour de l'axe A,Bi; de 
sorte que si on assujettit un point C du système îi coïncider 
avec le point Ci, la position du système tout entier en résulte, 
pourvu bien entendu que le point Ci ne soit pas en ligne 
droite avec les points A, et B,. Il est clair d'ailleurs que pour 
amener A, B, C à coïncider respectivement avec Aj, B,, Cj, il 
est nécessaire et sulfisant que l'on ait AiB, — AB, B|Ci=HC, 
A,C, = AC. 

230. Composition des mouvements. — Le problème do la 
composition des mouvements peut s'énoncer ainsi : 

Connaissant le mouvement d'un point M dans un prmàni' sijs- 
tdme Sj, celui de Si dans un second si/stème Sj, et ainsi de snilc 
jusqu'à un système S„ dont le mouvement dans l'espace est mip- 
posé connu, trouver le mouvement absolu j plus génënthnw:»!, 
connaissant tous ces mouvements, sauf un, trouver cehd-cL 
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?ious allons montrer comment on peut résoudre ce probicnie 
clans quelques cas simples. 

231, Composition de deux mouveineuts vectlligiies et unt- 

lormes. — Considérons un système S animé d'un imouvement 
lîe translation rectiligne et 
uniforme de vitesse v suivant 
la droite ou, plutôt, parallèle- 
ment à la droite 0*'. Suppo- 
sons qu'un point mohilu , 
occupant primitivement Ut 
position 0, prenne, si le sys- 
tème S était fixe, un mouve- 
ment rectiligne et uniforsne de 
vitesse i^ suivant la droite 0;/. 
Admettons de plus, ce qui est 
conforme ii l'observation, quo le mouvement d'entraînement 
n'ait pas d'action sur le mouvement relatif, et proposons-nous 
de trouver le mouvement absolu ou mouvement résultant. 

Pour cela, comptons les temps h. partir de l'instant où le 
mobile occupe la position dans l'espace. Au bout du temps /, 
tous les points du système S ont parcouru dans la direction Ox 
des chemins égaux h vt ; en particulier le point du systèniQ 
a parcouru sur Qx un chemin OA = vt, et la droite du sys- 
tème qui était confondue avec Oy, c'est-à-dire la trajectoire 
relative du point est venue en Ai/i parallèlement ii Qij. Mais 
pendant ce temps le mobile s'est déplacé sur sa trajectoire 
relative et a parcouru le même chemin v't que si cette trajec- 
toire était au repos ; il se trouve donc an bout du temps t en 
un point B de Ayi tel que AB — v't. Le lieu géométrique 
des points B, lorsque ' varie, sera la trajectoire absolue du 
mobile, c'est-à-dire la trajectoire résultante. Or, si l'on prend 
comme axes de coordonnées Ox et Oi/, les coordonnées du 
point B ù un instant quelconque ( sont, d'après ce que nous 
venons de voir, 
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Entre ces coordonnées on a la relation 
(2) f-A. 

que l'on obtient en divisant membre à membre les équations (1) 
et qui montre que le lieu géométrique des points B est une 
ligne droite passant par l'origine et ayant pour coeflicient an- 
gulaire le rapport des vitesses. Ait)si, le mouveinent résullant 
l'Ut un mouvement reciiligne. IVous allons montrer qu'il est uni- 
forme. Pour cela, appelons B' une autre position du mobile, 
à l'instant f par exemple, et soient x' et y' ses coordonnées 
à cet instant. On a 

I y' = v'i\ 

et la comparaison avec les coordonnées x et y dn point lî 
donne 



c'est- à-diie 

Mais la similitude des deux tiianglos OAB, OA'B' donne 

PB _ OA 

OB' ~ OA' ' 
par suite, 

(S) - = -^ 

^^' OB' t' 

ce qui montre que l'espace parcouru est proportionnel au 
temps employé à le parcourir et, par conséquent, que le mou- 
vement est uniforme. 

Il nous reste à trouver la vitesse de ce mouvement. Pour 
cela, supposons que i' = l; alors, par définition même, 
OA', A'B' et OB' sont respectivement égales à la vitesse d'en- 
traînement, il la vitesse relative et iUa vitesse absolue, puisque 
ce sont les espaces parcourus pendant l'unité de temps. Mais 
on peut considérer OB' comme la diagonale du parallélo- 
gramme construit sur OA' et sur A'B' ; donc enfin : 
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Le mouvement rikull'U'l 'li; ilnix viuntriurnU ri'.cJi!i<jw:'< i:! 
uniformes, de vitesses v el r\ rsl un moin-nin;)! /■'•rJitlijii^: lU uni- 
fornie dont la vitesse est lu soiniui' ijéumi'ii'iiitie d''. I" i'//''>.s'c rela- 
tioe et de la vitesse d'eiilrnuiemei:!. 

2o2. Corollaires. — 1° La vitesse relative v' esl lu sownu; fjéo- 
méli-iciue de la vitesse absolue Y el de la vitesse d'pntrahiemeiïl o 
prise en sens contraire. 

Remarq^ioûs d'ailleurs que la vilesse d'entraînement prise 
en sens contraire n'est autre chose ([ue la 

^ -^ vitesse apparente. 

1,'/ Y-^ / 2° La vitesse d'entraînement est la somme 

\^^ y ' (/êoméirique de la vitesse absolue et de la 

^ vitesse relative prise en sens contraire. 

3° Entre les trois vecteurs v, v' et Y on a les mêmes relations 
qu'entre deux forces et leur nhultanle. 

Ces diverses propositions vésuUent immédiatement île l'exii- 
men de la figure ci-conlre. 

2j3- Composition d'un nombve qiielconc|ue de moiivemonts 
pettillgues et wiiUoi-mcs. ^ La règle de composition de deux 
mouvements rectilignes et uniformes s'étend à un nombre 
quelconque de mouvements de cette espèce. En d'autrea ter- 
mes, le mouvement rfisultant d'un nombre quelconque de mouve- 
menis rectilignes et uniformes, est un mouvement rectili.rjne et 
uniforme, dont la vitesse s'obtient en faisant la somvt-e i/éom,'',- 
triqae des vitesses des mouvements composants: 

Cette proposition se démontre de proche en proche. Quand 
on a deux mouvements composants, la règle conduit au parai- 
lélotjramvie des vitesses ; elle conduit au pa^raliéUpipède des 
vitesses, quand on en a trois. 

Enfm, quand tous les mouvements ont la même direction, 
la somme géométrique coïncide avec la somme ordinaire ; de 
sorte que si l'on a fixé un sens positif et un sens négatif sur 
celte direction, la vitesse résultante sera la somme algébrique d^s 
vitesses comjyosantes. 
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SS-i. Composition des vitesses quand les ni 
qiielcoiiiiues. — La règle do composition des vitesses de plu- 
sieurs mouvements rectiligne^ 
cl uniformes, donnée plus haut, 
peut être étendue facilement &, des 
mouvements quelconques. Bor- 
nons-nous, par exemple, au cas 
de deux mouvements : un mou- 
vement d'entraînement du sys- 
tème S et un mouvement re- 
latif ri'un point M dans ce système. Soit A la position du 
mobile pour une position initiale du système S à l'instant 
(, et soit T la trajectoire relative du point dans le système. 
Al'instant t + ht lepoint A du système est venu en B, et la 
trajectoire T s'est transportée parallèlement â elle-même en 
T ; mais pendant ce temps, le point M s'est déplacé sur sii 
U-ajectûire relative et est venu en un point B', de sorte que sa 
vitesse absolue à l'instant i est, par dêfmition même, une lon- 
gueur égale îi lim. — , portée sur la position limite de AB' 
quand i/ tend vers /.ôro. Appelons vilesne d'enirahimumi 
du point M h l'instant ( la vitesse, à cet instant, du point 
A du système S avec lequel il coïncide à ce même ins- 
tant ; par définition, celte vitesse sera la limite de — quand 
\{: point B se rapprochera indéfmiment du point A, et elle 
sera portée sur la position limite de AB. Enfin la limite de 

— -, portée sur la position limite de BB', sera la vitesse relative 
du point M al'instant t. 

Cela posé, portons hB, — —j et consiruisons les deux 
triangles semblables ABD'cL AB,B;: par raison de similitude, 
on a 

' ' ii 'M 

de sorte que si Ai tend vers v.éro, le triangle ARilî; a pour 
m. — HÉCAS. 13 
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limite un triangle APR dont les longueurs des côtés sont les- 
pectivemcnt 
AP=Um.^, PR = lim.ïï, AR = lim. ~~. 

Mais les directions AP, PR ot AU sont les limites respecti\ es 
de AB, BB' et AB', c'est-à-diredela vitesse d'entraînement, de 
la vitesse relative et de la vitesse absolue du point M, Donc 
AP, PR et AR sont respectivement égales à ces vitesses un 
grandeur et sens. Or, AR est la somme géomélviiino (}<■ AT 
et de PR ; donc enfin, la oilesse absolue est la swinm: 'ji-dukI- 
tiique de la vitesse rdalivc et tk la vilense d'enl-i-alm'uirnl i.ui, si 
Ton veut, ta diagonale du lan'uUrlirirnnuiic rjiiulriiil .sni- cvs 
deux vitesses. 

On étend ensuite facilement cette règle, deprocliecn jii'oelie, 
à un nombre quelconque de vitesses. 

233. Remahqce. — DécomposUion den Kitnssns. — La décom- 
position des vitesses suit évidcmmeni los Liièmes rè{i-les que 
la décomposition des forces. 

— Uii courant a une oilesse v doimée 
en grandeur et direction; quelle 
direction faut-il donner à un ha- 
leau dont la vitesse if est donnée 
m grandeur pour atteindre un 
^Joint donné de la rive opposi'u? 
Soit le point de départ et 
p,oieut OA la vitesse du courant et B le point h. atteindre. La 
question se ramène à la construction d'un triangle dont on 
connaît deux côtés v, v' et l'angle AOB opposé au côté v'. On 
décriradoncunecirconférencedecentre A eidorayon v' etVon 
prendra les points C et D oii celte circonférence rencontre 
OH. Les directions cherchées seront alors OC parallèle ii AC 
et OD' parallèle à AD. 

257. Application II. — Deux locomotives s'éloignent l'une de 
l'autre dans des directions données Ox et 0;j, avec des vitesses 
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respecUves v et i^. Par rapporta la première, la deuxième semble 
prendre un mouvement apparent dans une direction Os et avec 
une vitesse v"; trouver celle direction et cette vitesse. 

La vitesse apparente du sol par rapport à la première loco- 
motive est égale et de sens contraire à v. Par rapport à un 
observateur placé sur cette locomo- 
tive, tout se passe donc comme si 
Vautre locomotive participait à deux 
mouvements de vitesses respectives 
' ^ u' et — V. La diagonale du paral- 

construit sur v' et sur — v déûnit alors Oz 



258. Projection du mouvement sur trois axes rectangulaires 
«ses, — Soit OT la trajectoire d'unmobile animé d'un mouve- 
ment rectiligne et uniforme de 
vitesse V. Rapportons le mobile 
à trois axes rectangulaires Ox, 
Oj/, 0:, et soit la position du 
mobile au temps zéro. Au bout 
d'im temps quelconque (, le mo- 
bile occupe sur sa trajectoire 
une position M défmie par 
OM = Vi, et si l'on appelle P, 
Q, R ses projections sur les 
trois axes à cet instant, ses coordonnées x — OP, y ~ OQ, 
3 = OR au même instant, sont égales aux projections res- 
pectives de OM sur les ti-ois axes. Or, si l'on appelle «, ^, 7 
les cosinus directeurs de OT, on a 

OP-=OM.a, 
OQ^OM.p, 
0R = OM.7. 
Par conséquent, puisque OM = Vf, on aiiiM 

(1) ! y^Vi.?, 

z^yt.-i. 
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L'une quelconque de ces équations est la formule des espaces 
dans un mouvement uniforme. La première, par exemple, dé- 
finit un mouvement uniforme sur l'axe des x avec la vitesse 
Vi ; de niÉme la deuxième et la troisième définissent des 
mouvements uniformes sur Oi/ et sur 0; avec les vitesses- 
respectives Vp et \~;. Connaissant ces trois mouvements, on 
connait par cela même le niovivement du mobile dans l'espace, 
mouvement dont la vitesse a pour projections respectives Vi, 
Vp, Y-f et est, par suite, la somme géométrique de ces Uois- 
vitesses. Ces trois vitesses V», Vp, Vy s'appellent les coiupo- 
sanljîs de ia vitesse V suivant les axes 0.r, Oy, 0:, et si on 
les désigne par X, Y, Z, on a 

(2) x = Xt, y =11, z-=7A. 

Supposons, plus généralement, qu'un mobile soit animé 
d'un mouvement rectiligne et imîforme résultant de plusieurs 
autres mouvements également roctilignes et uniformes, et 
proposons-nous de déterminer ses coordonnées a:, ■//, e à un 
instant quelconque (, par rapport aux trois axes Oa;, Oi/, 0:. 
Supposons toujours que soit la position initiale du mobile 
et appelons Vi, Y?, ...,V,i les vitesses composantes, V la 
vitesse résultante. Puisque Y est la somme géométrique de 
Vj, V=, .... Y,„ en projetant sur un axe quelconque on a 

proj. V = proj, Vt + proj. VjH hproj. V„, 

Appelons alors X, Y, 7. les composantes de V siiivant les. 
axes, Xi, Y;, 'l, celles de Y;, et projetons .successivement 
suivant Ox, 0;/ et Os ; nous aurons 



7. ~ i;Z,; 
par conséquent 

et, en vertu des formules (2), 

;/:-/.SV,-, 
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Quant aux cosinus directeurii «, ^, ^ de la vitesse résul- 
tante, on ies obtient facilemcnL quand celle-ci est déterminée. 
On a en effet 

X = Vî, Y = >îp, Z == V-f 

cl., par suite, 

.^|. f^^. . = !■ 

250. Théorème. — Lorsqu'un ■pi'oJi^Ue siii- un phui on sur in: 
oxe un mobile animé d'un iiumvevienl. quelconque, la filesse du 
mobile projection est éyale û chaque inslanl à la proji'clion de 
In vitesse du mobile dans l'espace. 

Nous nous bornerons à donner la démonstralion de cette 
proposition dans le cas où l'on 
projette sur un axe : le raisonne- 
(G) nient est du reste le même quand 

on projette sur un plan. 
Soit donc a/j.- un axe de projec- 

_ , „_^- tion et soit (C) la trajectoire du 

' ' mobile dans l'espace. Appelons M, 

et M'i deux positions du mobile sur sa trajectoire aux instants 
/ et t + àt, et soient liii et mi leurs projections respec- 
tives sur l'axe, le système de projection étant d'ailleurs quelcon- 
que, orthogonal ou oblique. Désignons par M le mobile dans 
l'espace, par m le mobile qui en est la projection sur x^x, 
dans le système de projections considéré. On a évidemment 
mii/i'i = proj. MjM; 

= proj. ■ ^^ 

rdc M,.\[/ h pai- 
tir du point M,. Or, — — ^ est k vitesse moyerme du mobile 
projection pendant le temps M ; — - — est la vitesse moyenne 
du mobile M, pendant le môme temps. L'égalité précédciito 
signifie donc que la vitesse moyenne du mobile m, projection 



et 
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de M, ost toujours égale à la projection de la vitesse moyenne 
du mobile M. Si donc on fait tendre àl vers zéro, on aura 

,. i>hm\ , M, M', 

ou bien 

lim '"'"'' '-■ ,r<r r ^^il 
Mais si V est la vitesse du mobile M, c celle do sa projoetioii 



J],M', 
I. inn 

En remplaçant, on aura donc 



'M " '^ M 



= proj. V. C. Q- F. D. 

20(1, A|>|)licaiion. — Supposons que l'on aitrajjporté le mou- 
vement d'un point mobile à trois axes rectangulaires ou non, 
Ox, Oy, Os. La position de ce point à un instant quelconque 
est complètement définie par ses coordonnées w, y, z, qui 
sont des fonctions du temps, connues en même temps que la 
loi du mouvement. Soient alors 

les expressions de x, y, z en fonction de t. Ces expressions 
définissent à chaque instant les projections du mobile sur les 
Irois axes. Or, les vitesses respectives de ces projections sont 

no. ?'(o, m, 

en vertu de la définition de la vitesse dans un mouvement reo- 
tiligne quelconque. Il suit alors du théorème précédent que la 
vitesse du mobile dans l'espace est la somme géométrique de 
eesirois vitesses portées respectivement sur les axes Oa.', 0;/, 
0:. 

Si le mouvement du point s'effectuait non dans l'espace 
mais dans un plan, en prenant deux axes quelconques Ox et 
Oi/ de ce plan, la position du mobile serait définie par deux 
équations seulement, 

1- = /■(/), , = o((), 

et, par suite, la vitesse à un inbtant quelconque serait la 
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! géoniélrique de /'(i) et de a'{t), portées respecUve- 
ment sur Ox et sur O5/. 

La composition de deux mouvements rectiligûcs et uni- 
formes peut se déduire immédiatement de ces considérations. 
Si nous reprenons en effet les formules (1) du numéro 231, 
nous avons 

dont les dérivées respectives sont v et v' ; donc la vitesse du 
mouvement résultant est la somme géométrique de v et de v'. 
Les problèmes qui suivent vont d'ailleurs nous fournir d'au- 
tres exemples. 




2(îl. Composition d<? deus mouvements rcclllignes et unl- 
îormémont variés. — Supposons qu'un système invariable S 
soit animé d'un mouvement rcctiligne et uniformément varié 
parallèle à la droite x'x. Soient 
-[ raccélération de ce mouve- 
ment et l'a sa vitesse initiale 
dirigée suivant œ'x. Suppo- 
sons, û'autrepart, qu'un point 
mobile occupant primitive- 
ment la position 0, prenne, 
si le système S demeurait 
lixe, un mouvement rectiligne 
et uniformément varié suivant y'y, d'accélération f' et de vi- 
tesse initiale tîj, dirigée suivant y';/. Admettons de plus, ce 
qui est conforme à l'observation, que Se mouvement d'entraî- 
nement n'ait pas d'action sur le mouvement relatif, et comp- 
tons le temps à partir de l'instant où le mobile est en 0. 

Au bout du temps t, tous les points du système S ont par- 
couru des chemins égaux, parallèlement k x'x et, en nous 
bornant au point 0, cepoint occupe une position A telle que 
l'on ait en grandeur et sens 

OA^ t>„f-t- — Yf^ 

La droite ;/'f/ s'est déplacée parallèlement à elle-même et est 
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venue coïncider avec la droite Ai/, qui lui est parallèle. Mais 
pendant ce temps le nioljile s'est déplacé sur sa trajectoire 
relative el a pris une position li lelle que l'on ait en gratnleui' 
et sens 

AB ^ <; -H i -f'i^ 

Si donc X et y sont les coordonnées, par rapport à Oj.- et. 
Oi/, du mobile k l'instant t, on a 



Sa vitesse au même instant a pour composantes respectives 
suivant les axes, les dérivées de x et de y par rapport au 
temps, c'est-à-dire «o + ï( suivant Ox et v'^-i-'/t suivant 
0;/. Mais Va~h-(t est la vitesse du mouvement d'entraîne- 
ment et v'„+f'l est la vitesse du mouvement relatif ; donc 
la vitesse du mouvement résultant est h chaque instant lu 
somme géométrique de la vitesse relative et de la vitosse 
d'entraînement. 

Ajoutons que les équations (1) définissent la trajectoire 
absolue du mobile et enfin que l'équation de cette trajectoire 
s'obtient en éliminant ( entre les deux équations : on trouve 
facilement l'équation d'une parabole, dans le cas général. 

La trajectoire devient une ligne droite lorsque les vitesses 
initiales sont nulles. Dans ce cas, en effet, les formules (1) de- 
viennent 

1 . — 1 ï 



et l'équaiion de la trajectoire. 



U est aisé de prouver, dans ce cas, que le mouvement esl 
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uniformément varié et que l'accélération du mouvement ré- 
sultant est la diagonale du parallélogramme construit sur les 
accélérations composantes. Si l'on désigne en etiet par B' la 
position du mobile au temps (', par œ" et y' ses coordonnées, 



et la comparaison des formules (3) et (A) donne 



Mais les triaiigles OAB, OA'B' étant semblables, on a 
OB OA X 



et par suite 



OB' 



ce qui monlïc que les espaces parcourus sont proportionnels 
aux carrés des temps employés à les parcourir, c'est-à-dire 
que le mouvement est uniformément accéléré. 

Cherchons l'accélération de ce mouvement. Remarquons 
d'abord, pour cela, que dans un mouvement uniformément 
varié et riictiligne l'accélération est le double de l'espace par- 
couru pendant l'unité de temps, si toutefois la vilussr; iniiiala 
est nulle. Faisons alors t = i dans les équations (3); nous 
aurons ainsi les coordonnées du mobile au bout de l'unité de 
temps. On voit que ces coordonnées sont égales respective- 
ment aux demi-accélérations des mouvements composants, 
de sorte que si M est la position du mobile au bout de l'unité 
de temps, en menant MP parallèle à Oy, on a 

OP = |-ï, PM=i-T'. 

Mais, par défmition, OM est la domi-accélération du mouve- 
ment résultant, et comme elle est la somme géométrique de 
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OP et de PM, il en résulte bien que l'accAMi-alioii du viovvc- 
menl résullant de deux mouvi^nievts ractilignes et uiiifonuémnil 
variés, sans vitesses wiliale-i, est la diagonale du jiaynlti'ln- 
firamme constmit sur les accélà'ations composantes. 

262. Remarque. — - Avant d'abandonner ce sujet, remarquons 
que les formules (i) sont applicables quelles que soient les 
valeurs des quatre quantités 'o^,v'^,-f et-/. En particulier si 
lune des accélérations, y ou ■(, est nulle, elles définissent la 
position, à un instant quelconque, d'un mobile soumis à deux 
mouvements, l'un uniforme et l'autre uniloroiément varié. 
Nous verrons en dynamique des exemples de mouvements de 
cette espèce. 
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EXERCICES SUR LE LIVRE II 



1. Deux mohiles se déplacent sur dciix axes 
Offi et Oy avec des vitesses u et i>' ; ils sont en 
A et en B â l'origine du temps. Trouver leur 
distance à l'instant ' et le minimum de cette 
distance. 



2. Deux mobiles dont les mouvements sont uniformes se dépla- 

A cent, avec des vitesses v et v', l'un sur Ox, 

X l'autre à partir d'un point A ; trouver quelle 

doit être la direction de celui-ci pour cjue les 
' 'i deux mobiles se rencontrent. 

3. Une monire a trois aiguilles. Quand celle des secondes cst-cllo 
biFscctrice de l'angle des deux autres ? 

4 Une barre AB de longueur donnée se déplace de manière que 
ses extrémités décrivent deux droites rectangulaires et de façon que 
A ait un mouvement uniforme ; étudier le mouvement d'un point 
quelconque de la barre. 

5. Les extrémités d'une barre AR de longueur donnée glissent suf 
deux droites rectangulaires, et le milieu de la barre a une vitesse 
angulaire constante ; trouver le mouvement du point A et celui du 
point B. 

6, Un cercle de rayon R so mont et son centre décrit une droite 
MN avec la vitesse constante 
V ; il touche en A, a, a', A' 
un cercle fixe de rayon «; et 
l'on donne les durées 2t et 2t' 
entre les contacts extérieurs 
et intérieurs. Calculer : 1" le 

rayon œ du cercle fixe ; 2" la distance du centre de ce cercle à JIS ; 
3° la position des points de contact sur chacun des cercles. 



r^=^ 
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:1e et un poiat P à Ift distance y du point 
0, dans le plan du cercle. Une droite JIN 
tourne dans ce plan, autour du point P, avec 
une vitesse angulaire m et touche le cercle 
auxpoints A, a, a'. A'. On connaît m, lesdu- 
rées 2t et 2t' entre les contacts extérieurs A 
et A' elles contacts intérieurs a et a', enfin 
la distance d du point P à MN, et l'on de- 
mande de calculer : 1» le rayon x du cercle ; 
3" la distance y ; 3° les positions des points 
de contact sur la droite et sur le cercle. 

8. Deux mouvements uniformément va- 
r deux droites Ox: et Oy sont définis par les formules 

Montrer qu'on peut choisir deux n\es tels que les projections du 
mouvement résultant sur ces deux axes soient l'un uniforme, V;iuti'e 
défini par a =: -g-ï"'^- 

9. Trois mobiles égaux se déplacent sur les côtés d'un triangle 
ABC, dans le sens indiqué par l'oidie alphabétique des lettres, et 
avec des vitesses constantes proportionnelles aux c6tés; prouver que 
leur centre de gravité reste fixe et géneialiseï 

10. Trouver le mouvement résultant de deu\ mouvements recti- 
lignes sur Oo; et sur Oy définis par les foimulef. 

tl. On supprime dans la machine florin le moulinet iV ailettes 
qui sert de régulateur du mouvement du cylindre et on recomLiience 
ensuite les expériences. Quel est alors le chemin parcouru pat' le 
crajon sur la feuille qui enveloppe le cylindre ? Comment varie co 
tracé quand on augmente le poids moteur ? 

12. Une machine Morin a un rayon R et une hauteur k. Quelle 
doit être la vitesse angulaire de rotation du cyhndre pour que le 
poids arrive juste sur la génératrice de départ ! 

13. Un mobile quitte en un point A un wagon en mouvement 
uniforme et tomhe en un point lî. Connaissant !a vitesse du wagon, 
trouver la distance horizontale des deux points A et B, en supposant 
que la vitesse initiale propre du mobile, quand il quitte le point A, 
soit nulle . 
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14. i;n mobiln 
gon qui se dépli 



20 ■> 

pesant se meut perpendiculairement à un wa- 
un mouvement uniforme. Le mobile est aussi 
mouvement uniforme et traverse le wagon en deux 
points A et B ; on connaît la vitesse du wagon et sa hauteur, et l'on 
demande de trouver la vitesse du mobile. 

15. l.in cylindre tcume lutoui duu a\p %erlic(tl avec une vitesse 
inguldue drnnpe o Un mubde décrit une verti- 
cale <>iec laquelle viennent coïncider successive- 
mfnt les génératrices du qlmdre ce mobile, dont 
le mouvenipni est suppose unifoime, est en A sur 
Idbise supeiieuiP a un instant donné et rencontre 
Id base infpiieuie quand le point A est venu en B 
pirTOite de la lotation du cylindie Trouver la vi- 
tesse de ce mobile connaissant leriyon et la hauteur 
du cylindre. 

16. Les données étant les mêmes pour le cylindre, 

on suppose que le mobile soit pesant et tombe du 

point A sans vitesse initiale ; trouver la position du 

supérieure, quand le mobile rencontre la base 

17. On lance deux mobiles pesants d'un même point, de bas en 
haut, suivant la verticale de ce point, à secondes d'intervalle et 
avec les vitesses n et è ; on sait que les mouvements de ces deux 
mobiles sont uniformément retardés et l'on propose de trouver le 
point où ils se rencontrent et l'époque de leur rencontre. 

18. On lance vers le haul un mobile pesant qui rencontre un 
cercle tournant avec la vitesse angulaire m, et le perce en deux 
points A et A', l'un en montant, l'autre en descendant. Connaissant 
l'angle des rayons du cercle qui aboutissent en A et en A', trouver 
la vitesse initiale du mobile. 
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Un mobile pesant e'-t lance \eittcalement de bas i.n hiut 

la vitesse v„ dun point \ Un second mobile part en ui^me 

temps dun point T>, sans vitesse initiale, et 

deciit dun mouvement umfoimement ■sarie, 

dacceléiation f, Ihoiizontale qui passe pai 

. le point B dans le plan vertical des deux 

^ points \ et B On connaît en oufie la dis- 

~^ "~ tance verticale des deux points A et h 

i" rieterminer f par h condition que les 
mfliiles s leiiconiii il 
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;■' Déleniiitier u, par k condition que le SQconil 



!" Déleniiitier u, par k condition que le second mobilo arrive; t;u 
point B' syniétriquG de B par nipport à lii verticale du point A, 
and le premier est revenu au point A. 



quand le premier 



20. On lance verlicalemenl «n point pesant dans le vide, de tas 
en haut, d'un point A et avec une vitesse o, puis on imagine 
un second moLile partant d'un point B, à 100 mètres au- 
dessous du point A, sui' la même verticale et se dirigeant 
vers le premier d'un mouvement un if orme avecla vitesse a. 
Les deux mobiles partent au même instant, A quelle distance 
de B et à quel moment les deux mobiles se rencontrero ut- 
ils î Dire si la rencontre a lieu pendant le mouvement as- 
cendant du premier mobile ou pendant son mouvement 
descendant et, dans ce cas, iixer, par rapport à A et à B, 
le point de rencontre. 
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DYNAMIQUE 



CllAr-TrilE PREMIER 

PRINCII'ES GÈMÉRAUX Eï MOUVEMENT PROHtU'i' 
PAR UHE FORCE CONSTAKTE 

203. Objot lie la ilynamiquc, — La dynamique a pour objet 
l'étude (lu mouvement et des forces qui le produisent. Elle 
repose sur des principes qui nous sont fournis par l'observa- 
tion des phénomènes naturels. Ces principes ne sont pas évi- 
dents a pnori et leur vérification immédiate est impossible ; 
mais leur exactitude est démontrée a posteriori par l'exacti- 
tude de leurs conséquences. Ils sont au nombre de deux : lo 
piincipff de l'ineHie et le principe des mouveme-nts relalif^. 

264. Principe de i'inei'tle. — Il comprend deux parties : 

1" L'élat de mouvement ou de repos d'un point vial&rid in! 
paid être modifié que paf l'intervention d'une force ; 

2° Si unjioint maUrielest en mouvement sans qu'aucune força 
aijisse sur lui, le mouvement est rectiligne et uniforme. 

La première partie de ce principe est si bien connue qu'elle 
parait évidente ; pour la deuxième nous donnerons nn exem- 
ple classique. Une bille lancée sur un plan horizontal parfai- 
tement poli se meut d'un mouvement uniforme. A la longue, 
il est vrai, la vitesse finit par diminuer , m<iis cette diminution 
est d'autant plus faible que le plan et la hille sont plus par- 
faitement polis ; cela tient à ce que dans la nitute il est im- 
possible d'éviter les frottements. On com oit toutefois que si 
le plan et la bille étaient parfaitement poli-^ -^t si 1 on pouvait 
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supprimer la résistance de l'air, îr mouvement se continue- 
rait indéfiniment suivant une ligne droite et avec une vitesse 
constante. 

2(>3. Conséquences. — Voici tool de suile quel([vics consé- 
quences importantes du principe de l'inertie. 

1" Supposons qu'à un instant quelconque un point matériel 
primitivement au repos se mette en mouvement ; il résulte 
du principe de Tinertit que le point est soumis à une force. 
2" Concevons qu'un point matériel en mouvement sous 
l'action d'une force F décrive une ligne (L). Si la force cesse 
d'agir quand le mobile passe au point à de sa trajectoire, en 
vertu de la deuxième partie du principe de 
l'inertie, le mouvement devient un mouve- 
ment rectiligne et uniforme avec une vitesse 
égale en grandeur et sens à la vitesse du 
mobile quand il passe au point A, Cette vi- 
tesse étant dirigée suivant la tangente en A à la ligne (L), la 
trajectoire du mouvement uniforme sera latnagente en A, 

266. Principe des mouvements relatifs. — Lorsqii'u» synU^mc 
de points matériels Whr&s est anivié d'un mouvevient de trans- 
lation juefcortyMe, loiiie fovci! arjùmiil sur un point du s;istiivii: 
lui imprime le même mouvement relatif que si le système élaii m-, 
repos. 

Ce principe, dû h Galilée, n'est plus iTai quand le mouve- 
ment au lieu d'être un mouvement de translation est quel- 
conque. Par exemple, si l'on veut étudier le mouvement à la 
surface de la Terre, il est nécessaire de tenir compte de la 
vitesse de rotation de la Terre sur elle-même, mais non de sa 
vitesse de translation autour du Soleil. L'effet de ce mouve- 
ment de rotation est d'ailleurs de faire dévier vers l'est la 
trajectoire des corps qui tombent sous l'action de la pesanteur. 
267. Conséqueace. — Si, ■parmi /m forces qui agissent sur w> 
point matériel libre M, on coiisi'lr, .- . .. yi. .'., risi-r une force F, 
constante ou variable, le mouvi:iiir:: ■■■■/, lient ai com- 

posant, par les véijles dex mouvcm ■.■.■'■ ,■■.■/..■.'/'■; ci'.kd que pren- 
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drait le point M partant du repos et soumis seulemuni ô la fora; ¥, 
avec celui que prendrait cepoini si l'on supprîmail la fora: F. 

En effet, oa peut considérer le poiat M comme faisant partie 
d'un système qui aurait le môme mouvement de translation 
que le point M quand la force F n'agit pas sur lui ; si alors on 
fait agir la force F sur le point M seul, on se trouve dans les 
conditions de la loi de Galilée, et le mouvement relatif sera le 
même que si le système était au repos. 

Donc, pour avoir le mouvement absolu du point M, il suffira 
de composer, au moyen des règles établies en cinématique, 
ie mouvement qu'aurait le point, abstraction laite de la force 
F, avec celui du point M dans le système si celui-ci était au 
repos et que la force F agisse seule. 

268. Remarque. — Cette conséquence renferme les deux lois 
suivantes, qu'on invoque souvent en dynamique : 

1" Loi de l'indépendance des effets des forces. — Lorsque plu- 
sieurs forées agissent sur un point matériel libre et au repos, 
il suffit, pour avoir le mouvement qu'elles lui impriment, de 
composer ceux que produiraient séparément les différentes 
forces sur le point partant du repos, 

2° Loi de l'indépendance de l'effet d'une force ei de la vitesse 
antàieiirement acquise. — Lorsqu'on fait agir une force F sur 
un point matériel en mouvement, pour avoir le mouvement 
résultant il suffît de composer le mouvement dû à la vitesse 
acquise avec le mouvement que prendrait le point s'il partait 
du repos sous l'action de la force F, 

269. Extension delà notion d'équilibre. — Lorsque plusieurs 
forces se font équilibre, sur un corps au repos, elles se font 
également équilibre quand le corps est en mouvement, ce qui 
signifie que leur introduction ou leur suppression ne modifie 
pas l'état du corps. Soit, en effet, S le système formé par les 
forces considérées ; supposons que le corps soit en mouve- 
ment et que l'on fasse agir les forces S à un instant donné. 
En vertu du principe de l'indépendance des effets des forces 
et de la vitesse acquise, le mouvement du corps s'obtiendra 
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en composant le mouvement dCi ii la vitesse acquise îivec le 
mouvement que les forces lui imprimeraient s'il pLirtait du 
repos. Comme dans ce dernier cas les forces ne produisent 
aiieun mouvement, il en résulte que le mouvement du corps 
ne sera pas modifié par l'introduction des forces du système S. 
Il suit alors de \h et de la deuxième partie du principe do 
l'inertie que si un corps est on mouvement sous l'action de 
plusieurs forces qui se font équilibre, le mouvement est recti- 
ligne etuniforine, et réciproquement. D'après cela nous dirons 
qu'un système de forces appliquées àun corps en mouvement 
et soumis seulement à Vactiuii de ces forces est en équilibre 
quand le mouvement est un mouvement de translation recti- 
ligne et uniforme. 

Quand on emploie les machines pour la production du mou- 
vement, on règle toujours les forces qui agissent sur les ma- 
chines de manière que le mouvement soit uniforme ; les for- 
ces servent alors uniquement à vaincre les résistances dues 
au frottement des divers organes delà machine ou Si la résis- 
tance de l'air, 

270. Définition d'une force coiiBlante. — On dit qu'une forée 
est cotislanle en grandeur, direction et sens quand, appliquée 
au même point matériel partant du repos et à des inslanis 
quelconques, elle lui commimiquc toujours le miïme mouvi>- 
ment, c'est â-dirc qu'elle lui imprime toujours le même dépla- 
cement pendant le môme temps. 

271 . Mouvement produit par «ue force constante. — TlK^o- 
rôme. ^- Lorsqtt'une força consianle en gi-andavr et e» dii-ec- 
lion agit sur un point matériel partant du repos, ou animc 
d'ime vitesse iniliale dans la direction de la force, elle hd com- 
munique un tnonvement recliligne et uniformément carie. 

?ious admettrons, par raison de symétrie, que le mouvement 
est rectiligne suivant la direction de la force donnée, V. Il 
reste alors à prouver qu'il est uniformément varié. II suffit clc 
prouver, pour cela, que la vitesse croit de quantités égales 
dans des temps égaux à 0. Or, a|*polons -( la vitesse comuiu- 
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niquée par la force, au bout du (emps 0, quaud ou la fait agir 
sur le point maSériel partant du repos, et soit v la vitesse du, 
point à nn instant quelconque i do son mouvement. Ima- 
ginons que l'on fasse agir la force pendant le temps o qui 
succède à l'instant (. Pour avoir la vitesse au bout de ce 
temps, c'est-à-dire à l'instant (-1-0, il faut composer la 
vitesse acquise avec la vitesse communiquée au bout du temps 
e par la force agissant sur le point partant du repos. Le mou- 
vement étant reetiligne suivant la direction de !a force, 
la vitesse v a môme direction que la force ; mais, d'au- 
tre part, si la force agit pendant le temps 6 sur le point 
partant du repos, elle lui communique au bout de ce temps 
une vitesse f dirigée aussi suivant la force. Donc la vitesse du 
mobile à l'instant ( + est égale à lî-hf, car ies deux 
vitesses ayant la même direction, !a vitesse résultante esl 
égale à leur somme algébrique. 

Ainsi, au bout d'un intervalle de temps 0, succédant à un 
instant quelconque (, la vitesse du mobile s' accroU toujours 
de ■!■ Cela revient évidemment à dire que la vitesse croit de 
quantités égales dans des temps égaux et, par suite, que lo 
mouvement est uniformément varié. 



272. Théorème. — Récifi-oquement, tout mouvemmit reclili^iie 
et rmifoi'Vïément varié est produit par une force conslanle en 
grandeur et en direction, la direction de la force élatit celle du 
mouvcvient. 

Considérons en effet un point matériel décrivant la droite 
Va;: d'un mouvement uniformément varié. Il est clair, d'abord, 
que le point est soumis à l'action d'une force, sans quoi, en 
vertu de la deunème partie 
du principe de l'inertie, le mou- 
vement serait non pas uniformé- 
ment varié, mais uniforme. Je 
dis maintenant que la force a 
toujours la même direction que 
le mouvement. Supposons en effet qu'à l'instant f, où le mo- 
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bile passe en un point M de sa trajectoire, la direction de la 
force soit différente de Ma; et soit Uy. Appelons v' la vitesse 
que cette force communiquerait au bout du temps très petit '^l 
au point matériel partant du repos. Pour avoir la vitesse du 
mobile à l'instant t-\-M, il faut (loi de l'indépendance de 
l'effet d'une force et de la vitesse acquise) composeï' w 
avec 11' d'après la règle du parallélogramme des vitesses, 
ce qui donne une vitesse v^ de direction différente de Mx ; la 
direction de la vitesse étant la même que celle du déplace- 
ment, on voit que celui-ci ne se ferait pas suivant Ma,-, ce qui 
est contraire à l'hypothèse. Donc la direction de la force esl la 
même que celle du mouvement. 

Il reste enfin à prouver que la force est constante en gran- 
deur. Mais cela résulte de ce que la vitesse variant de quîui- 
tités égales dans des temps égaux, la force communique tou- 
jours le même mouvement, au bout du même temps, au poinl 
matériel partant du repos. 

273. Exemple. — Lorsqu'un corps tombe dans le vide on 
partant du repos, on reconnaît que le mouvement est rectili- 
gne et uniformément accéléré. L'accélération de ce mouve- 
ment en un même lieu est la môme pour tous les corps; on 
la représente par la lettre r/, et elle est égale à 9,8096 a Paris. 
Il résulte alors du théorème précédent, que tout corps qui 
tombe dans le vide est soumis îi l'action d'une force constante 
en grandeur et direction ; cotte forco est ce qu'on appelle le 
poids du corps. 



y Google 



CHAPITRE II 

PROPORTIONNALITÉ DES FORCES ET DES ACCÉLÈRATIOWS ; 
MASSE 

274.. Théorème. — J.u l'ujipoi'l ih deux forces covslniilnn est 
égal au raj)port des accMérotiofis qu'elles prodxmeni si'qjai-ihnent 
xuvunmême point matériel partant du repos ou animt! d'une 
vitesse initiale dans la dinclion de la force. 

Soient en effet F et F' deux forces constantes, y et i les 

accélérations des mouvements rectilignes et uniformément 

variés qu'elles communiquent séparément à un mime point 

matériel partant du repos. Supposons d'abord que les doux 

forces aient une commune mesure f. et soit 

F = nf, ¥' = n'f, 

F n 
de sorte que -r; = —■ 

La force f agissant seule sur le point matériel partant du 
repos lui communique une certaine accélération o ; supposons 
alors quel'on fasse agir simultanément n forces égales à /'dans 
la mÊme direction, qui sera la direction de la vitesse initiale si 
le point est animé d'une vitesse initiale ; en vertu d'une remar- 
que faite numéro 261, le mouvement du point sous l'action 
simultanée de toutes ces forces s'obtient en composant les 
mouvements produits par chacune d'elles individuellement et, 
comme toutes les forces agissent dans la même direction, l'ac- 
célération du mouvement résultant est égale k la somme des 
accélérations des mouvements composants, c'est-à-dire à «tp. 
On a donc 

et l'on prouverait de même que l'on a 
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et, par suite 

(') F=t 

Supposons maintenaRt que les deux forces n'aient pas de 
commune mesure et soit f une force contenue v-a nouibro 
exact de fois dans F' ; supposons que cette force / soit conte- 
nue m fois dans F mais n'y soit pas contenue m -{- 1 fois, 

'L±i 

seront les valeurs approchées du rapport t7 à — prés par 
défaut et par excès. 

D'après ce qiii a été dit plus haut, si l'on appelle <? l'accélé- 
ration du mouvement que prendrait le point matériel partant 
du repos et soumis seulement à l'action de la force /', on a 

ï' = V^ ■ 

d'autre pai't, en vertu aussi de ce qui a été dit phis iiai.it, et 

puisque la force F est plus grande que m forces /' mais plus 

petite que m + 1 de ces forces, on a aussi 

m» <T<(m+l)o. 

sont aussi les valeurs appro- 

V 

chées du rapport -7 a — près par défaut et par excès. 

Le raisonnement étant indépendant de la valeur du nombre 

jt, on voit que les deux nombres ■ 

1 

mêmes valeurs approchées à — près, donc ils sont égaux par 

délinitioii et l'on a 

F __ Y 

275. Remarques. — 1' Le poids P d'un point matériel lui 
imprime une accélération (j\ si donc F est une force constante 
et -f l'accélératLon qu'elle imprime au même point partaui du 
repos, on a 

l ï 
I' "" ■( ' 
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Si l'on considère une même force F agissanl. sur divers 
points matériels, g étant constant pour le même lieu, P est 
la seule variable du second membre de la formule {%: cette 
formule montre alors que l'accéUfcdion produile par une foi'cc 
est inversemmt proportionnelle au poidu du point viatérid 
auquel elle est appliquée. 

2° Si dans l'égalité (1) les deux membres ne représentent 
pas seulement des rapports mais des quotients dont les termes 
sont les mesm'es des forées et des accélérations, on peut chan- 
ger les moyens de place et l'on a 

F_ _ P_ 

ï ï' ' 

d'où il suit que si différentes forces agissent sur un inéme point 

matériel, le rapport de chaque force à l'accélération corresjjon- 

dante est constant. 

276. Définition delà masse. — On appelle jkûsï'^ d'un point, 
matériel le rapport constant des mesures d'une force constante 
et de l'accélération qu'elle produit sur ce point. Il résulte en 
effet de la remarque précédente que si plusieurs forces cons- 
tantes F, F', F°, ... produisent sur le même point matériel les 
accélérations respectives y, ■/, -;", . . . , on a 

1 -! i 

La valeur commune, i», de ces rapports est la masse du 
point matériel. Si d'ailleurs la masse du point matériel et 
l'accélération que lui imprime la force F sont connues, on a 

(4) F = m-!, 

en vertu même de la définition de m. 

277, Unlié de masse. — L'unité de masse résulte de la défi- 
nition même de la masse, dès qu'on a choisi les unités do 
longueur, de temps et de force. Si en effet dans l'équation (4) 
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on fait m — 1, on a F = ■(; dès lors l'vnili de vmsxc es! 
celle jioiif lai/uelle la foi-cn a même mesure que Vaceéh'-i-ntiou . 
On a en particulier pour l'nnito de masse 

P désignant le poids du point matériel de masse 1 ; doac si 
Ton a pris pour unité de force le poids d'un décimèlrc cube 
d'eau distillée à i",! et à la latitude de Paris, i'unité do masse 
est celle dont le poids à Paris est 

ou la masse de 9,8096 litres d'eau distillée, etc. 

La masse d'un corps formé par la réunion de plusieurs autres 
est égale à la somme des masses. En effet, si l'on a un corps 
dont le poids P est égal à la somme des poids fi, p' p" de plu- 
sieurs autres corps, c'est-ît-dire, si l'on a alor^^ 
P ~ p + p'-l-p", 



Si donc les masses respectives de ces corps seul M, m, w', 
m" . un a 

M = w-H?u'-H7)(.". 

11 résulte évidemment de tout ceci que la masse d'un covys 
peut être évaluée au moyen de son poids. 

On appelle densité ah,inh.ie d'en corps la masse de TTiniiô de 
volume, de sorte que si M est ia masse de ce corps, V son 
volume et D sa densité ahsoiue, on a 

Le poids spécifique d'un corps étant le poids de l'unité de 
volume, si P est le poids du corps et d son poids spécifique, 

■>---? = -■ 

278. ReKiartpie [mportante. — I! y a une remarqu(i essen- 
tielle à faire, au sujet de la niasso. Par définition, lamasse d'un 
point matériel dépend de la force et de Taccélération; celle-ci dé- 
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pend à son toou chi temps et de l'espace parcouru, de sorte que 
la masse dépend à la fois de l'unité de force, de l'unité de 
longueur et de l'unité de temps. 

Les égalités (3) supposent ioutes les forces évaluées avec la 
même unité de force et toutes les accélérations avec les 
mêmes unités de longueur et de temps ; le nombre obtenu 
pour la masse m et l'unité de masse elle-même dépendent de 
ces unités. 

Ainsi, supposons qu'une force de 3"^ produise une accélé- 
ration de 2 mètres par seconde ; les unités étant le kilogramme, 
le mètre et la seconde, la masse est égale à — = 1,5. Mais 
supposons maintenant que l'on prenne pour unités le gramme, 
le centimètre et la minute -, comme la force de 3'^ ou de 
aOOO^'" produirait l'accélération de 200 centimètres par se- 
conde, elle produirait l'accélération 200 X 60^°" par mi- 
nute, car la formule x — —li^ montre que l'accélération 
est le double de l'espace parcouru pendant l'unité de temps 
qui est maintenant la seconde. La masse avec les nouvelles 
unités serait donc 

3000 1 



200 X 60^ 240 
Pour savoir quelle est l'unité de masse dans ce système, je 
reprends la forme P = g. L'accélération due à la pesanteur 
est, comme on vient de le voir, le double de l'espace parcouru 
pendant l'unité de temps, c'est-à-dire pendant 60 secondes ; 
cet espace est égal à 

9,tW<)fi X 100 X 60^ 
centimètres, et l'unité de masse est celle qui pèse ;i l'uiis, 
dans le vide, 

9,8096 X 100 X 60^ 
grammes, c'est-à-dire la masse de 

9,8096 X 100 X 60^ 
centimètres cubes d'eaii distillée à ■1°,!, ou cnfln la masse 
d'un nombre de litres exprimé par 
9,8096X100X6 
1000 



- ~ 3S3L'",436. 
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â19. Unités absolues ; système C. G. S. ^ II y a inconvénient 
à faire dériver l'unité de matîse do l'unité de force conmm 
nous l'avons fait plus haut. En effet, ainsi que Gauss l'a re- 
marqué le premier, si l'on prend le kilogramme pour unité 
de force, le poids de cette unité n'est pas le môme en tous les 
points de la terre ; à l'équateur par exemple il est plus faible 
qu'au pôle. Sur les plateaux d'iine balance, deux poids d'un 
kilogramme se font équilibre en n'importe quel lieu île la 
terre, et par suite l'évaluation du poids des corps au moyen 
des poids marqués ne sera pas changée, mais l'effet du mûme 
poids sur un dynamomètre ne sera pas le môme d'un lieu h 
un autre. 11 suit de là que si l'on voulait, de cette manière, 
rapporter les forces à une unité invariable, il faudrait un 
poids-étalon pour chaque lieu. 

Pour éviter cet inconvénient, au lieu de faire dériver l'unité 
de masse de l'unité de force, on fait l'inverse. A cet efi'et, on 
observe que la masse d'un corps est la môme en tous les 
points de la terre ; car, si l'on appelle (/ et ;/ les accélérations 
imprimées par la pesanteur au même corps et en deux lieux 
différents où le corps pèse P et P", on a 
^ _¥' _ 
U ^ 'f 

Un poids-étalon étant alors fixé en un lieu déterminé à la 
surface de la terre, on pourra prendre la masse de ce corps 
comme unité de masse ; l'unité de force s'en déduira jjar la 
foniiule 

/' --= '",'/, 
et sera égale à la force qui communique l'unité d'accélération 
à l'unité de masse. 

Il est bon d'entrer ici dans quelques détails relativemcul 
au choix des unités dans la mesure des grandeurs. L'évalua- 
tion d'une grandeur quelconque se fait au moyen d'une autre 
grandeur de même espèce qu'on appelle muté. Parmi les 
grandeurs que l'on a k mesurer, il y en a dont on peut faire 
dériver la mesure de celle d'autres grandeurs d'espèce diffé- 
rente : telles sont par exemple les aires et les volumes en 
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géométrie dont la mesure dérive de celle des longueurs. Pour 
cette raison, les aires et les volumes sont appelés des gran- 
deurs dérivép,s, tandis que les longueurs sont appelées gran- 
deurs fondamentales. 

En mécanique on rencontre trois grandeurs fondamentales 
qui sont : les longueurs, les temps et les masses ; toutes les 
autres grandeurs, forces, vitesses, accélérations, etc., peuvent 
être considérées comme dérivées de celles-là. La mesure des 
grandeurs que l'on rencontre en mécanique dépend donc du 
choix de trois unités fondamentales : unité de longueur, unité 
de temps et unité de masse. Fixer ces unités au moyen d'élé- 
ments naturels et autant que possible invariables, c'est faire 
choix d'un système d'unités, absolues. 

Le système d'unités absolues universellement adopté main- 
tenant est ie système C. G. S. (centimètre-gramme-seconde). 

Dans ce système : 

1" Viinité de longueur est le centimètre, c'est-à-dii'o la cen- 
tième partie du mètre-étalon déposé aux Archives nationales 
et qui est à peu près égal à la dix-millionième partie du quart 
du méridien terrestre ; 

2° Vunité de temps est la seconde sexagésimale de temps 
solaire moyen ; elle dépend à la fois du mouvement de la 
Terre sur elle-même et de son mouvement de translation 
autour du Soleil ; 

3° h'xtnité de masKe est le graiiiiHC-^nasse, c'est-à-dire ia inassi; 
d'un centimètre cube d'eau distillée à -i",! et dont le poids à 
Paris, dans le vide, est â peu prés la millième partie du kilo- 
gramme-étalon déposé aux Archives. 

En vertu de ce qui a été dit plus haut la force doit être 
considérée comme ime grandeur dérivée, et nous avons appelé 
unité de force celle qui communique l'unité d'accélération à 
l'unité de masse. L'unité de force s'appelle la dyne. 

Cherchons à exprimer en dynes le poids, à Paris, de l'unité de 
masse. Pour cela faisons m = i dans la formule p = my ; 
il vient f = g. Donc le poids de l'unité de masse e^l 'y. Or, 
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à cause de rimité de longueur, on a, à Paris, <; = 080,90 ; 
donc le poids cherché est égal h 980''s'"^',96. 

280. Quantité de mouvement. — On appelle quandli: de 
mouvement d'un point matériel à un instant donné, le pro- 
duit mv de la masse du point par sa vitesse à cet instant. 

281. Tliéoi'ème. ~ Si deux poinls matériels, de masites fc.v- 
pectives m et m', partent mnulianément du repox soua l'ncHun 
de deux forces constantes F et F', leurs quanlités de mouvement 
au même instant sont proportionnelles aux forces. 

Les forces étant constantes, les mouvements qu'elles impri- 
ment aux deux points matériels sont uniformément variés. 
Soient -j et ■^ les accélérations de ces deux mouvements, 
V et v' les vitesses des deux mobiles à l'instant ;. On a suc- 
cessivement 



F = mt, P' '-= j, 

Mais on a aussi 



F' 



'l't 



282. Coi'oHaiie - Si cl m jh 
pectives m et m' paitmt i ' 
de deux forces constantps i 
instant sont invm sment pi j 

En effet, si l'on tait 1 — I 
vient successivement 



I po\ iuiiç l action 
\ p( o' l'ti vii^mi 

^ilile pierLdenh iS 



C'est ainsi que la furce do la poudre dans une arme ' 
imprime à l'arme un mouvement de recul dont la vUess' 
inversement proportionnelle h. celle du projectile. 

283. Expression d'une force variable au moyeu de la ir 

et de Vaccéieralîon, — Tliéoréme. — Une force constante o 
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riable agissant sur un poitit matÉriel est ligale au pi-oduit de la 
masse de ce pointpar l'accélération qu'elle lui imprime. 

Supposons d'abord une force constante F agissant siu' un 
point matériel de masse m et lui imprimant une accéléra- 
lion -f ; d'après la définition mûme de la masse, on a 

F 

-r=m, d'où V = m-,. 

T 
Considérons maintenant une force, variable avec le temps, 
agissant sur un point matériel de masse m et lui communi- 
quant un mouvement rectiîigne. Si l'on appelle v et n + Au 
les vitesses de ce point aux instants (et î + Af, l'accéléra- 
tion moyenne pendant l'intervalle de temps A( a pour expres- 
sion — ; mais si M est très petit, on peut considérer la force 
comme constante dans cet intervalle, de sorte que sa valeur, 
en vertu du premier cas, est m — ■ Il en résulte que si it 
tend vers zéro, la valeur de la force à l'instant t est égale à la 
limite du produit m -- ; or, si Von appelle F et y les valeurs 
resi)ectivos de la force et de l'accéiération à l'instant /, on a 

lim. m — = î'iv, 
M 

et par suite F =^ my, 

ce qui démontre la proposition. 

284. Applioation. — Cette formule dorme la solution des 
deux problèmes suivants : 

1° Trouver la force qui produit nn mouvemeni recHUgne dont 
la formule des espaces est donnée ; 

2° Trouver le mouvement produit par une force donnée en 
fonction du temps. 

Pour résoudre le premier problème, il suffit de rappeler que 
dans un mouvement rectiîigne quelconque, l'accélération ii un 
instant quelconque est égale à la dérivée seconde de l'espace 
par rapport au lomps ; de sorte que si 

« = m 
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esl. lii. forinuli; des espaces, on a 

■I = rc). 

et, par suite, F — mf'it). 

Quant au second problùinc, il suffit de remarquer que la 

relation F — m-; donne 



ce qui fait connaître l' accélération ît un instant quelconque. 
Ou en déduit la loi des vitesses , puis la loi des espaces, 
comme cela a éld expliqué numéro 240. 
Par exemple, si la formule des espaces est 
a- = a cos ifk, 
on a successivement 

f = — iik COS t\lk — — kx. 
Il en résulte 

c'est-à-dire que le luouvemcnt est produit par une force at- 
tractive, proportionnelle \\ la distance et émanant de l'origine 
des abscisses. 
Le mouvement défini par cette équation, 
X = a cos '/'?, 
est ce qu'on appelle un mouvement viOroluirc simpli'. Le mo- 
bile oscille indéliniment entre les 

^__Al ^.^_ è - points A, et A' de sa trajectoire, 

^'' ^^ " correspondant aux abscisses n et 

— t). La durée d'une oscillalion, c'est-à-dire le temps em- 
ployé pour parcourir la distance AA', est égale à -j ■ 
V'- 
Inversement, si un point est attiré proportionnellement à la 
distance par une force 

et si, il l'instant );éro, quand son abscisse est a-^, sa vitesse 
initiale est nulle, son mouvement est défini par l'équafion 

(i) X = ;to cos ;\/T. 
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En effet, si on cherche la force qui produit le raouvemenf 
défini par l'équation (l) on trouve, d'après ce qui précède, 

Far suite, le mobile considéré et celui dont le mouvement 
est défini par l'équation (1) sont, â chaque instant, soumis à 
la même force et, comme ils occupent la même position ini- 
tiale, qu'ils ont de plus la même vitesse initiale zéro, ainsi 
qu'il est aisé de s'en assurer, leurs mouvements sont confon- 
dus ; donc le mouvement produit par la force F — — wkx, 
lorsque la vitesse initiale est nulle, est bien défini par l'équa- 
tion (t). La durée d'une oscillation est -=;■ 
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MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS LE VIDE 

îiH'i. Définition. -- JJn projiiclUi: est un corps soumis il Tac- 
tion de la pesanteur et lancé dans une certaine direction aviîc 
une vitesse initiale donnée. Nous supposerons le corps réduit 
à un point matériel et nous négligerons la résistance de l'air ; 
de sorte que la question se ramène à l'élude du mouvement 
d'un point matériel soumis à l'action d'une force constante 
en grandeur et en direction, et auquel on a imprimé une vi- 
tesse initiale donnée. Nous appellerons 'j l'accélération im- 
primée par la pesanteur ix ce point matériel partant du repos 
et nous diviserons le problème en plusieurs autres. 

286. Problème I. — Étudier le wouvement d'un point maté- 
riel pesant abandonnai à hti-mème sans vitesse, initiale à une an-- 
iaine hauteur au-dessus du sol. 

Appelons x le chemin parcouru par le mobile pondant le 
temps t et compté à partir du point de départ. Le point étant 
soumis à une force constante, son mouvement est imifor- 
mémeat accéléré ; si donc g est l'accélération dirigée dans 
le même sens que la force, c'est-ii-dire de haut en bas, on a, 
en vertu des formules qui ont été établies en cinématique, 

(i) « = |5'-. 

et par suite 

(2) V ^ Ht. 

La première de ces deux formules donne l'espace parcouru 
pendant le temps ( et la deuxième donne la vitesse au Ijout 
du môme temps. Si on élimine t entre les deux, on obtient 

.' = %,;, 
formule qui fait connaitre la vitesse en fonction de l'e.space 
parcouru. 
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sm. Application.— Un ■point mal liriel pesant est abandonivi 
à hd-mème mns vitesxe initialK sur la verllcale x'x. Il occupe 
une position donnée A à un instant inconnu el parcourt vn che- 
min donné h pendant le temps 0, à partir de eet instant ; (rôn- 
ver sa position initiale. 

Soit la position initiale du mobile. Posons OA = x cl 
appelons t le temps employé à parcourir ce chemin; 
on a en vertu de l'équation (1) 
1 , 
.^■ = -2 »''■ 

D'autre part, à la suite du chemin x et pendant lo 
temps 6, le mobile parcourt le chemin h, c'est-à- 
dire qu'il parcourt le chemin x-\- h pendant, le 
tomps i + 1) ; la mûme formule donne donc encore 

Ces deux équations font connaître ( et x. 
On en tire d'abord par soustraction 

{2/' -;/"')' 

Pour que le problème soit possible, il faut que / soit positif, 
ce qui exige que ('on ait /' > o ■ 

■2B« ProWème 11. — Kliidîri- !<■ ,i,inn-emeut d''iii pi'iiK walO- 
riel pesant lancé veiiicnlenfiil de haut en lias avec nue niti'ssr 
initiale i\. 

Le mouvement du mobile est encore un mouvement unifor- 
mément accéléré et peut ôtre considéré comme résultant do 
deux autres s'effectuant de haut en bas suivant la verticale : 

1° Un mouvement uniforme avec la vitesse îîj, el en vcrlu 
duquel l'espace parcouru au bout du temps ( est v^i ; 

2" Un mouvement uniformément accéléré qui est le infime 
que si le point partait du repos, dont l'âc celé ration est 7, et 
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donl,parsuile, le eliemiiipaicouru pondant le temps l est -yl". 
Le chemin parcouru pendant le même temps dans le mouve- 
ment résultant sera donc 

(3} a'^ v + i,,;^ 

on tire de là la formule 

(4) K^v,+!it 

pour calculer la vitesse. 

289. Remakque. — On aurait pu écrire las deux formules (3_j 
et (4) immédiatement, puisqu'on sait que le mouvement est 
imlformément accélérii, quii la vitesse initiale est v„ et l'accé- 
lération 3. 

290. Pi'oLléine lli. — Éiudkr lu mouviny-ni d'im poinl wa- 
lài-iel -pesant lanci vurlicakinenl de bas en haut avec une dlenar 
initiale 0^. 

Prenons comme diveclion positive sur la verticale Ox la 
direction contraire à celle de la pesanteur et soit 
le point de départ du mobile. On peut encore consi- 
dérer !e mouvement comme résultant de deux au- 
tres : 

i" Un mouvement uniforme suivant Ox avec la 
vitesse initiale 0^; 2" un mouvement uRiform.éinont 
varié suivant 0.^■' avec Taccélération g quolapesaiu 
leur imprime au point matériel partant du ropos. En 
vertu du premier mouvement l'abscisse du mobile par 
rapport au point est vj, au bout du temps t écoulé 
h partir de l'instant où le point a été lancé ; en vorin 
du second, l'abscisse au bout du même temps est ^;/;^ 
puisque le mouvement s'effectue dans le seiv3 des 
abscisses négatives. L'abscisse du point dans li! .iiou- 
Ycment résultant sera donc 

on en déduit la formule des vitesses, 
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cl rôUmination de I. entre les deux équations donne 

(7) .■ = »î-2ji; 

cette nouvelle formule donne l'espreasion de la vitesse en. 
fonction de l'abscisse. 

Voici quelles sont les propriétés du mouvement déduites 
des équations (5), (6) et (7) : 

1° D'après l'équation (6) la vitesse diminue loi'sfiuc / :\ug-- 
mente ; elle devient nulle pour f — — , de sorte que si Ton 

fait croître -( de zéro à — la vitesse décroit rie i\ h zéro. En 
se reportant à l'équation (S) on voit que pendant le même 
temps l'espace parcouru x est positif et croit, parce que dans 
!e trinôme du second degré qui ligure au second membre !e 
coefficient de l^ est négatif; d'ailleurs — est égala la doiiii- 

somme des racines, et par suite lorsque ( = — la valeur de 

X est maximum : cette valeur luaximum est égale à -— et, en 

2;/ 
se reportant h la formule v^ = '2'jx du problème l, on re- 
connaît que la hauteur maximum k laquelle s'est élevé le 
mobile est celle de laquelle il faudrait le laisser tomber, miix 
vitesse initiale, poiii- lui faire tia/urrir la vitesse -y,, ri ta fin de 
sa chute. 

2° Lorsque ( continue à croître à partir de — ^ la vitesse 
devient négative, x diminue et le mobile descend d'un mouve- 
ment uniformément accéléré ; x devient nul lorsque t = ^^-^, 
d'où il suit que le mobile viet à descendre le même temps qu'à 
laoniev. Ajoutons, ce qui est évident sur l'équation (0), que sa 
vitesse quand il revient au point de départ est égale à — «„, 
c'est-ît-dire à la vitesse au départ changée de signe. 

3° Il résulte du reste de l'équation (3) et des propriétés du 
trinôme du second degré qu'il y a deux valeurs de ( pour les- 
quelles Vabsoisse a; est la même, pourvu qu'elle soit inférieure 
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' maximum - 



ces deux valeurs de i 



distantes de la demi-somme, 



des racines. On voiL donc 



'J 

que le mobile passe deux fois par toute position M située entre 
le sol et le point le plus élevé A ; on voit de plus que le temps 
i[u'il emploie pour aller de M en A. en montant est égal au 
temps employé pour descendre de A en M ; on voit enlin, en 
se reportant k l'équation (6), que les vitesses du mobile au 
moment de ses deux passages en un point M sont égales et de 
signes contraires, puisque les valeurs de i qui correspondent 
à ces deux passages sont équidistanics de — ■ 



291. Problème l\. ^ Ji'hiili/-r h- vwuwmenl d'un point mn- 
lénel pesant lancfi di'ii^ mip iiu-rrlii,n donné- avi:c l'in: vHcxsn 
initiale (hmnik. 

Soient le point de départ fvt OA la direction donnée ; appe- 
lons a l'angle que cette direction fait avec sa projection sur un 
plan horizontal et soit «o la vitesse initiale du mobile. Comme 
la pesanteur agit dans le plan vertical qui contient OA, le point 
matériel ne sortira pas de ce plan vertical. Rapportons donc le 
mouvement à deux axes 
rectangulaires situés 
dans ce plan, savoir: 
la verticale j/Oy' et la 
perpendiculaire x(\;sf . 
Prenonsdureste comme 
— ^ direction des abscisses 
"^ positives celle qui fait 
l'angle aigu a avec la 
direction OA, cï pour 
direction positive des ordonnées la direction de la verticale qui 
est dirigée vers le haut. Soit enfui g l'accélération coumjuni-- 
<]uée par la pesanteur au point matériel. 

Cela posé, le mouvement de co point peut être considéré 
ni de doux mouvements : 1° un mouvement 
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uniforme suivant la direction 0.\ avec la vitesse t\ ; 2" un 
mouvement uniformément varié suivant la verticale s'effec- 
tuant en sens contraire dés ordonnées positives et par suite 
avec l'accélération — (/. 

En vertu du premier mouvement, l'espace parcouru iiar If 
mobile sur OA serait, au bout du temps /, 

(1) ? = vj; 

en vertu du second, l'espace parcouru suivaul la \erticalfi 
serait, au bout du môme temps, 

i ^ 

Puisque ie mouvement résuite de la composition de ces 
mouvements, laposition du mobile au temps ( sera définie par 
les équations simultanées (l) et (2). Ces équations donnent en 
réalité les coordonnées du mobile rapporté aux axes OA et 
Û!/ ; il en résulte que ses coordonnées par rapport aux 
axes Oa; et 0;/ sont 



Ces équations définissent la trajectoire et iloiiniMit toutes Uji 
circonstances du mouvement, 

Equation et forme da lu tm/ecloire. — Cherchons d'abord 
Téquation et la nature de la trajectoire. L'équation s'obtient en 
éliminant l entre les équations (3), ce qui donne 

(*) ■'' = »*— 2;;îW-.' 

d'où il suil que la trajectoire est une parabole dont l"a.\e est 
vertical et dirigé vers le bas, puisque le coeflicient de .c^ est 
négatif. 

Viletse en un puinl. — Ëtudions maintenant la loi des 
vitesses. Les composantes de la vitesse à un instant donné / 
sont, en vertu des équations (3), 

(5) v^ = l'f, ces K, 

(6) f, -«, sin^-y^ 
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v^ et v,j désignant les composantes respectives suivant Oa: 
ot Oij. Il résulte de ces équations que la vitesse horizontale 
est constante et que la vitesse verticale diminue quand le 
temps augmente. Cette dernière composante est nulle lorsque 

t ~ — 1 et alors la vitesse se réduit à sa composante 

horizontale, c'est-à-dire que la tangente à la trajectoire est 
horizontale. La position correspondante du mobile s'obtient 
en remplaçant / par " ' dans les équations [',]], co qui 



l ■' " 2,, 

Ces équations définissent évidemment le sommet B de l;i 
parabole décrite par le point matériel ; elles montrent en 
particulier que l'élévation ;/ du sommet au-dessus du plan 
horizontal est égale à la hauteur qu'atteint un mobile lancé 
verticalement suivant Oij avec la vitesse initiale v^ sin a. 

Revenant maintenant aux équations (5) et (6) on voit que t'^ 
prend des valeurs égales et de signes contraires pour les 

valeurs de ( équidistantesde — ; comme la composante 

horizontale de la vitesse est constante, aux points correspon- 
dants de la trajectoire les tangentes sont également inclinées 
sur l'axe des a;. Ces points sont symétriques par rapport à 
l'axo de la parabole; car, en vertu de la deuxième équation (3), 
y prend des valeurs égales quand on donne à I des valeurs 
équidistantes de — 

Enfin le carré de la valeur nunuSrique de la vitesse s'obtient 
en faisant la somme des carrés des équations (3) et (6), ce qui 
donne 

v^ — r* ~ 2w„3/ sin a + rj^l^, 

c'est-à-dire, en comparant avec la valeur de y fournie par les 
équations (3), 
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H en résulte quR la vitesse est luinimum lorsque y est 
luaxiraum, c'est-à-dire quand le point est au sommet de la 
parabole; la valeur minimum d'ailleurs déjii obtenue est 
'.'o cos a. Ainsi, quand le mobile se déplace depuis le point 
jusqu'au sommet B, la vitesse décroit depuis i\ jusqu'à 
uocoaa; elle croît ensuite et croîtrait indéfiniment si le 
mobile n'était pas arrêté par le sol. 

Amplitude du jet. — On appelle ainsi l'abscisse du point 
C où le projectile frappe le sol; on l'obtient en faisant 
ij — dans l'équation de la parabole, ce qui donne 



On voit, ce qui était du reste évident a priori, qu'elle est 
double de l'abscisse du sommet. Quand le mobile arrive en 
C, sa vitesse est égale à la vitesse initiale !>o. 

L'amplitude du jet est proportionnelle au carré de la vitesse 
et dépend en outre de l'angle a. Pour une même vitesse ini- 
tiale elle est maximum lorsque sin Sa = 1, c'est-à-dire 
lorsque a =^ 450 ; elle est alors égale à —■ 

Enfin, elle reste évidemment k même quand on doimc à ^ 
des valeurs complémentaires. 

Direction sinvanf laquelis il faut tance)' le projectile pour 
attcindi'e un point donné. — Soient a et 6 les coordomiées du 
point donné ; elles doivent vérifier l'équaîion (i), et par suite 
les valeurs de a qui définissent la direction cborchée sont 
fournies par l'équation 



= a tg ce 



g«' 
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qu'on rami'ue immédiatement à l'équation du second degré on 
Igc 

(8) ga^ tg^ a — iavl tg a + yn^ + %bi>l = 0. 
Parabole de sûreté. — Pour que les racines de celte équation 

soient réelles, il faut que la condition 

(9) v',-.j[rja^-^-2bvl]>0 
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soit remplie ; or, si l'on y regarde a et 6 comme des cour- 
domiées courantes, le premier membre de cette inégalité égalé 
à zéro représente une parabole dont le sommet, aiLwé sur l'axe 
des »/ a pour ordonnée ^i dootle foyer est l'origine et dont 

par suite le paramètre est — ■ L'inégalité signifie alors que le 
point donné doit ôtre situé à l'intérieur de la parabole repré- 
sentée par réqualion 

Cette parabole est appelée paraliuk de sûreté. 
Elle est évidemmenl l'enveloppe des trajectoires quand on 
fait varier l'angle ï, en laissant la vitesse initiale constante, 
et. quand le point est sur la parabole de sûreté l'équation (8) a 
ses racines égales, de sorte qu'il y a une seule trajectoire pas- 
sant par le point donné Vi, !>)• H y en a deux quand ce point 
est à l'intérieur de la parabole de sûreté, et il n'y en a aucune 
dans le cas contraire. 

Lorsque le point est à l'intérieur de la parabole de sûreté, 
cbaCune des deux trajectoires qui passent par ce point peut le 
rencontrer soit en montant soit en descendant. Pour distinguer 
ces deux cas l'un de l'autre il suffit de comparer l'abscisse " 
du point donné îi celle du sommet de la trajectoire et qui est 
donnée par la première équation (7). 

Soit a' l'abscisse du sommet ; si l'on a «' < «, la ren- 
contre a lieu en descendant; dans le cas contraire, la rencontre 
a lieu en montant. 

Formons donc l'équation du second degré dont les racines 

senties abscisses des sommets des deux trajectoires qui pas- 

■ sent par le point donné {a, b). Il suffit, pour cela, d'éliminer a 

entre l'équation (8) et la première équation (7). Or,lay)roiiiiôre 

équation (7) peut s'écrire 

vl sin 2i 
'' ^ 2-7 ' 
■et réciuation (8) donne 

, , ...... ^^'Stalg — i) 
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on 




Cette 
donne 


'2.{a tg a — /,) 
équation permet île calculer /f/ï 


foncii 



Pour avoir i'équation cherclK^e, il suffit maintenant de i)orter 
cette valeur de tg 3 dans l'expression de iH-fy^a. On obtient 
ainsi successivement 

_ 2u3 [ labx "I 



iM-- 



\^x-af - fja'\a{^x-a 



0. 



et, fmaiement, 

(iO) 4(a. + *-).--to(a- + ^). + <..(..+?^) = 

On s'assure sans peine que cotte équation (10) a ses racines 
réelles lorsque l'inégalité (9) est satisfaite, c'est-à-dire lorsque' 
le point (a, b) est intôrieiiriila parabole de sûreté. 11 nous reste 
alors à comparer a aux racines de cette équation, supposées 
réelles. Pour cela, remplaçons a: par a dans l'équation (10) el 
étudions le signe do résultat de la substitution. On voit 
. facilement que ce signe est le môme que celui de l'expression 

R = «2 -i- 46^ — Remplaçons dans cette expression (/ 

par j.-, Il par ij et égalons ù zéro ; nous obtenons ainsi l'équa- 
tion d'une ellipse, 

(il) a'= + 4//^_!^,, ::.0, 

qui passe it l'origine, qui admet l'axe des x pour tangente en 
ce point, dont l'axe des y est un axe de symétrie et dont, p^u- 
suite, deux sommets sont : l'orijiiiie et le point do Di/ qui a 
pour ordonnée 
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obtenue en faisant r = flans TéquaLion (H), c'est-ïi-dire 
le sommet de la parabole de sûreté; de sorte que la parabole 
et l'ellipse occupent les positions relatives indiquées par la 
figure ci-dessous. Si le point («, li) est intérieur à cette ellipse, 
le résultat R de la substituiion est négatif; il est positif dans 
le cas contraire. 




Dans le premier cas une seule racine do l'éqnation (iO) est 
plus petite que a, car le coeflîcicnt de x^ dans cette équation est 
positif; donc le point, sera rencontré on montant, par une tra- 
jectoire, et en descendant par l'autre. 

Dans le second cas les deux racines de l'équation (10) sont 
ou toutes deux inférieures a n, on toutes deux supérieures à a. 
En exprimant fine n est supériem' à la demi-somme dos raoi- 



Mais cette inégalili 



?>0, 



51 S écrire 



-W 



2/;f^ 



">0, 



Son^ celle forme il est clair qu'elle est une conséquence de 
riiypf>nii:'so r > O; donc les racines de l'équation (10) sont 
touïes lieux inférieures îi « et les doux trajectoires nmcunlriiut 
il' point en descendant. Ainsi , si le point est compris entre 
l'ellipse et la parabole de sfirelé, il est rencontre les deux fois 
en descendant. 
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292. l'i-oblème V. — MonvriiMii d'un povil mal&rinl ppxnnt 
mr nn plan incliné, en né-jliiji-.mi h frotlmnani d ta ,'iUhiancf, 
du l'air. 

Proposons-nous enfin, comme dernier problème, d'étudier 
le mouvement d'un point mïitdriel pesant sur un plan incliné 
faisant l'angle a avec l'horizon. Soit 
AB la ligne de plus grande pente du 
plan incliné et soit P le poids du point 
matériel de masse m. On peut décom- 
poser le poids P on deux forces : K, 
dirigée suivant la normale et détruite 
par la résistance du plan, et p, dirigée suivant la ligne de plus 
grande pente. C'est cette dernière force qui produit le mouve- 
ment, et elle est égale à P sin a ; comme elle est constante, 
le mouvement est uniformément varié, si l'on suppose bien 
entendu que la vitesse initiale soit nulle ou dirigée suivant AB. 

)) P 

L'accélération du mouvement est égale à ~ ou à — sma ; 

P 
mais on a — =^ (/ ; donc l'accélération v du mouvement 

m ■' 
est égale à 3 sin a. Si donc on suppose l'espace parcouru po- 
sitif de B vers A, les formules du mouvement sont 

X = x„ + vJ^— ai' sma, 
u 2 ^ 

V — Vit^yl sin a. 
On voit par là que l'emploi du plan incliné permet de dimi- 
nuer l'accélération du mouvement sans changer la nature de 
celui-ci. 

Supposons que le mobile parte du point B sans vitesse ini- 
tiale et comptons x k partir de ce point. Les deux formules 
9 deviennent alors 

i. , . 

l'on élimine le le)npii, elles donnent 
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Supposons que l'espace parcouru soil égal à BA et appelons 
h le cOté BC du triangle rectangle ABC, c'est-à-dire ce qu'on 
est convenu d'appeler la hnnleur du plan incliné. On a alors 

/i = AI! Bill I, 
et l'expression du carré de la viieaso devient 
,■ = 2s*. 
Il suit de Vu que la vitesse au point A est indépendante de 
l'inclinaison du plan et ne dépend que de sa hauteur. Cela re- 
vient à dire, évidemment, que si on laisse tomber du même 
point plusieurs points pesants, sans vitesse initiale, tous 
ces points ont la même vitesse quand ils arrivent sur le jnL'me 
plan horizontal, en suivant dos droites différentes OA, OB, 
OC, ... Us ne mettent pas le mCme temps pour descendre le 
long de ces droites, et il est aisé de prouver que leur lieu géo- 
métrique, au même instant, est une sphère ayant un diamètre 
vertical et passant par le point 0. 

Supposons en effet qu'on en laisse d'abord tomber un sui- 
vant la verticale Oï ; au bout 

du temps t il aura parcouru un 
chemin 01 = -^gt^, puisque la 
Yitosse initiale est nulle. Imagi- 
nons maintenant qu'on en livisse 
tomber un autre, sans viles.'ie 
initiale également, suivanl. une 
droite Ou faisant l'angle a avec 
l'horizon ; l'espace parcouru par 
cet autre mobile sera niainte- 
-(jl^ sin a ou 01 sin a ; ce qui montre que le 
point M n'est autre chose que la projection du point I sur Ou 
ei, par consétiuoiiU que le point M est suv \a sphère de dia- 
mètre 01. 




nant OM = 
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CHAPITRE IV 
TRAVAIL ET FORCE VIVE 



2113. Notion ilu iravail des lorces. — Lorsqu'on 61f;vc un 
fardeau, on travaille ; on admet que le travail accompli est 
proportionnel au poids et à l'ôlévation du fardeau, par suite 
proportionnel au produit de ces éléments. Si, pour faciliter le 
travail, au lieu d'élever verticalement le fardeau, on l'élève à 
ia même hauteur sur un plan incliné, on admet que le travail 
ne change pas. De môme dans tous les travaux de manœuvre 
où des éléments étrang;ers, intelligence, insalubrité, etc. n'in- 
terviennent pas, on paye le travail proportionnellement au 
produit de la force surmonlée par le chemin parcouru dans la 
direction de cette force. 

De là la définition suiviiiiie : 



2i)4. nétiiiition du t: 




d'application et c 
force : 



— On appelle travail d'une fora; 
c'indanifyeii grandeur et eu dîrec- 
Ihin lavaleuralijéhr'iqui'du'pi'i>dinl 
lie celle force par la piriji'cliin) , 
sur sa direciion, du déptacemeiil 
de um point d'application. 

Soient d'après cela AF laforco, 
.\A.' le déplacement de son point 
a projection du A' sur la direciion de i;i 



Travail Y = M'. An'. 

Le produil AF.A«' est d'aillCTirs positif ou négatif selon 

(lue les vecteurs AF et A«' sont de môme sens ou de sens 

conU'ïiii'es. Dans le premier eus le travail est dit iiiotcar ; il est 

dit rêsislani dans le second. 
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A et B ; mais ai 
Cendant, avait u 
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293, ExEîii'LE. — Considérons un point matériel pesant, de 
poids P ; soient AB la trajectoire, 3'; la 
direction de la pesanteur, que nous pren- 
drons comme direction positive des pro- 
jections sur la verticale. Si le point ma- 
tériel descend depuis le point A jus(n\'au 
point B, la projection du chemin parcouru 
peut être représentée en grandeur et sens 
par le vecteur ah ; le travail sera donc 
égal à P X vecteur ab. Ici le vecteur aO 
est égal il la distance verticale des points 
il le mobile, au lieu d'avoir un mouvement dcs- 
1 mouvement ascendant, ie vecteur ab serait 
égal à cette même distance précédée du signe — . 

Ainsiy le travail de la pesa»Uu7- est égal au poids mi.iUi-plii- 
par ta distance ve^'ticale positice ou négative dit point de déport 
du mobile axipoini d'arrivée. 

296, Unités de b-avatl. — iJ'aprùs cela, si P est le poids 
d'un point matériel et /( la distance verticale positive ou né- 
gative du point de départ au point d'arrivée, et si l'on désignr 
par tSi.P le travad du poids P, on a 
Et.P---P,/*. 

Si dans cette Tommlc on fait P =^1, h — i, il vK."iî 
E»,P =r. l , 

Si donc on prend pour unité, de force le kilogramme et pour 
unité de longueur le mètre, Tunité de travail est le travail de 
la pesanteur dans la chute de i mètre du poids de 1 kilo- 
gramme, ou, ce qui revient au môme, le travail qu'il l'aut dis- 
penser pour élever de 1 môtre le poids de 1 kilogramme. Ce 
travail porte le nom ^de kiiof/rammèù-e, rappelant les unités, 
Ivilogramme etraètre. Par exemple, si P = Hkg et h :~ -i \\\. 
on a 

St.P = ii kilogrammètres. 

Dans le système C. G. S. Vunité de travail sera, naturelle 
ment, le travail de l'imité de force pour un déplacement égal 
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à l'imité de longueur, e'est-à-dire le travail d'une dyiic puur un 
déplacement d'un centimètre. On l'appelle Veri/. 

297. Évaluation du kilo gramme tre en ei^a. — Comme 
exercice, proposons-nous d'évaluer le kilogrammètre en urgs , 
Le poids d'un gramme-masse est 980,96 dynes ou 

9,8096 X 10^ dynes ; 
le poids du kilogrammètre est donc 

9,8096 X 10" dynes. 
L'unité étant le centimètre, pour avoir la valeur du kilogram- 
mètre en ergs, il faudra multiplier par 100 le poids exprimé 
en dynes, ce qui donne 

9,8096 X iO'' ergs. 
On appelle inegerg une unité secondaire de travail équiva- 
lente à 1 000 000 d'ergs. 

On voit donc que le kilogrammètre vaut environ 100 mci;- 
ergs. 

298. Expression algëbi'ique tlu travail d'une ïorce cous- 
tante. — Nous avons vu que si AA' est le déplacement d'un 

, point matériel sous l'action d'une 

j^ force F, constante en grandi'ur et eu 

l'\ direction, on a 

/ J St.F = FXAa', 

. //i Au' désignant la projection de AA.' sur 

— y ^, -p la direction de la force. Or, on a évi- 

demment 
Aa' = AA'cos(AA', F) ; 
donc 

S». F = F.AA'. cos (AA', F), 
ce qui conduit ii la nouvelle dclinition suivante du iravail 
d'une force : 

On afpeilc travail d'une foret; constant': en grand'-in' ri en 
direction, le produit de laforcepar la corde du chemin pnrcoufu 
et par le cosiints de leur angle. 
Mais on peut encore écrire 

St. F = AA'.i- cos (AA, F), 
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c'est-à-dire 6t. F = AA'. jiroj, de F sur AA'. 
11 en résulte que l'on peut appeler travail d'une force conslaulo 
en gTaiideur et en direction, le jirodwl de la corde du chanin par- 
couru par la projection de la force sur cette corde. 

De ces diverses définitions, il suit que le travail est nul, soit 
lorsque la force est nulle, soit lorsque la direction de la force 
est nomiale à la corde du déplacement. 

299. Travail de la résultanLi: de plusieure foi'ces concou- 
rantes. — Tliéorème. — Lorsque plusieurs forces constantes en 
fp-aiideur el en direction sont appliquées au ménix point matériel, 
Ir tmvaU de leur résultante pinir im- déplacement quelconque est 
„ étjal à la somme algébrique des travaux 

dei composantes pour le même déplace- 
ment. 

Soit en effet F,, Fj, ,.., V„ un sys- 
tème de foirces constantes en grandeur 
et en direction, agissant sur le mâmo 
point matériel A et communiquant a 
ce point un déplacement quelconque de corde AB ; soit R la 
résultante de ces forces. 11 s'agit de prouver que 

ro^.R= S^. Ff, 
c'est-à-dire que 

AB X proj. R sur AB = 5AB X proj. F,- sur AB. 
Mais AB est en facteur dans la somme qui ligure au second 
membre ; comme il est aussi en facteur dans le premier, on 
peut le sirpprimerde part et d'autre, et il reste àprouver qu'en 
projetant sur AB on a 

proj. R =: i'proj. Fj, 
c'est-à-dire que la projection de la résultante est égale îi lu 
somme des projections des composantes. Mais ceci résulte ds 
ce que la résultante est la somme géométrique dos <:om])o- 
santes, et du théorème dos projections, 

300. Travail de la pesanteiu- dans le mouvement d'un corps 
pesant. — Nous considérerons un corps pesant de poids P 
comme un ensemble de points matériels pesants, et nous 
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allons montrer que le iraoail de lu fesanleur sur vn .'i'/xii'-Dn- <li' 
■points matériels qui subit un dilplacsment, estétjalu" poidu lui ni 
fiupposé appliqué au centre de r/ravilé du sijStÈine. 

P011P cela, appelons Si, 2j, ... les cotes positives ou néga- 
tives des points du système, par rapport à un plan horizontal H, 
dans ia position initiale du corps ; appelons de môme Z,, 
Z,, ... leurs cotes, par rajijiort au même plan H, dans une 
deuxième position du corps . Le travail de la pesanteiir sur 
un point quelconque du système, de poids p;, quand le sys- 
tème passe de la première ii la deuxième position, pour los- 
quelles les cotes respectives du point sont ;, et Z^, est 

Si donc on appelle T la somme de tous les travaux analo- 
gues, on a T = S7J,(S;-Z,.), 

c'est-îi-dire T = '^pfii — SpjZ;, 

le signe S s'étendant d'ailleurs à tous les points du syslètne. 
Or, soient i et Z les cotes, par rapport au pian 11, du ccnlin 
de gravité du système dans la première et dans la deuxièum 
position ; en vertu du théorème des moments des forces jja- 



-Z), 



ce qui démontre la proposition. 

:{0i . Extension anx forces vai'ialiles de la uotiou du Cravail ; 
travail élémeafâii-e. — Supposons qu'un point matériel soit 
en mouvement sous l'action d'une force variable en jïrandeur 
et en direction ; soit AB un déplaccmtini 
quelconque de ce point. Partageons AB 
en parUesinflniment petites AA,, A, A,,..., 
qu'on peut considérer comme confon- 
dues avec leurs cordes respectives ; on 
peut admeltre que, pendant que le point 
parcourt l'ime quelconque de ces parties, 
la force demeure constante en grandeur et en direction. Soit 



rallèles par rapport à r 


m plan, on a 




S?),-;, T^ Pz, 




^p-Ai = PZ. 


Il en résulte Ï/Jjï 


i-SM = P(^- 


c'est-à-dire 


T= P(î-Z), 
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alors F la force quand le point parcourt l'une quclcon((uc do 
ces parties PQ ; on aura, pour co déplacement, 

Çt. F = F.PQ. cos(F, PQ): 
co travail s'appelle le travail 'Uhncnlaife de la force vaiiabli' 
(iour le déplacement infiniment petit PQ. 

A chaque élément analogue à PQ i! correspond ain^ii un (ra- 
lail êlénieniaire qui tend vers Kéro en môme temps que PQ : 
on appelle travail lolal de la force variable pour le déplace- 
ment AB la limite de la somme algébriqvie de ses travaux 
élémentaires correspondant aux divers éléments iiifmimont 
petits en lesquels l'arc AH a été partagé. On prouvera plus loin 
(306) que cette somme tend vers uno limite ; pour le moment 
nous l'admettrons. 

302. RuMAHQUES. — 1° L'expression du travail élérneniairc 
peut encore se mettre sous l'une des formes suivantes ; 

r. proj. PQsurF, 

PQ. proj. F sur PQ, 
que l'on énonce facilement en langage ordinaire. 

2" Le travail Élémentaire est nul, soit quand la force est 
nulle, soit quand sa direction est noi'maîe au déplacement. 

303. Applications. — 1" Supposons d'abord que la l'orcc: 
soit constante en grandeur et en direction et appelons T son 
Iravail total pour le déplacement AB, et considéré comme 
somme des travaux élémevilaires ; on aura 

T = LT.proj. PQ sur F. 
Mais F étant constante, on jteuî )a mettre en racteur diuis le 
second membre, et l'on a 

T = F.Sproj.PQ sur F. 
Or, S proj. PQ sur F = proj. AB sur F ; 

donc T = F. proj, Ali sur F. 

A'ous retrouvons ainsi, comme .cela était à prévoir, ia délini- 
lion de laquelle nous sommes partis, 
-i" Supposons en second lieu que la force soit constante en 



y Google 



grandeur et rcsteconstammciittangeiilG à la trajecloire ; alovs 
proj. PQ sur F est égale à PQ et, en mettant encore F en fac- 
teur dans la somme, on a 

T = F.SPQ = F.AB. 
Dans ce cas le travail total est donc égal au produit delà force 
par le chemin parcouru par son point d'application. 

3° Supposons enfin que la force soit constante en grandeur 
mais fasse un angle constant avec la tangente à la trajectoire ; 
en raisonnant comme dans les cas précédents et en appelant x 
cet angle, on verra facilement que la travail total est égal au 
produit de la force pai' le chemin parcouru et par eos a. 

304. Théorème. — La travail total de la ràsidlanta d'un ïvy.'.-- 
Iiime dp, foi-ces appliquées à wi point matériel, et povr -un dépla- 
cernent quelconque de ce powt, est égal d la somme afgéhnqiir 
des travaux des composantes pour le même déplacement. 

La démonstration rigoureuse de cette proposition exigerait 
ries développements qui ne seraient pas à leur place ici ; novis 
nous contenterons donc de l'avoir énoncée. 

305. Déllnitlott delà Jorcevlve. — On appelle /'oycy (;R'P,ùim 
instant donné, (l'un pomt matériel en mouvement, la moitié du 
produit de la masse par le carré de la vitesse à, cet instant. Si 
m est la niasse du pomt et v sa vitesse à l'instant considéré, 

1 
l'cxpre-'Mon de îa foice vive est — mv^. 

306. Théorème desiorces vives. — l.a varialiua de la forci- 
vive d'un point matériel, pendant un temps quelconque, est éi/ale 
d la somma des travaxix des forces qui agissent sur ce point, pen- 
dant h même temps. 

Le travail de la résultante d'un système de forces appliquées 
au même point matériel étant égal à la somme des travaux 
des composantes, il suffira de démontrer la proposition dans 
le cas où le point n'est soumis qu'à l'aclion d'irne seule force. 

Nous distinguerons d'aîlîeiu's trois cas : 

1" Ln fui-a' i-s:l i:o:nUnUi: r,i ^irnndcur el en direr/ioii et li- 
déplaC'-iïirnl i< lu iiléili'' llirrrlh,,, if'C la foYcn, — Diuis cc ca^ le 
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mouvement est uniformément varié, et si l'on appelle res- 
Ijectivement x, v^ et v l'espaec parcoura pendant le temps (, 
la vitesse initiale et l'accélération, on a 

(■1) ^ = v.i + j;''. 

D'autre part, si l'on appelle m la masse du point matériel, 
F la force qui agit sur ce point et « la vitesse à, l'instant /,on a 
(2) P = m-j. 

Pour quiï y ait égalité entre la variation de force vive de 
l'instant zéro h l'instant i et le travail iiccompli pendant h; 
temps /, il faiitque l'on ait 

c'est-à-dire 

1 1 

ce (pli est évident. 

2° La force est constante en grandeur itl ru diiyrhint, "mihs fnii 

im anijlc a avec la direction du dèplacemeii I /çi.ijipii,w rrciilifinr. 

— Dans ce cas le travail aecumpli par une force F, pour un 

déplacement x de son point d'ap- 

^ — r— a/ — plioation, est égal à 

((,1 — -^P n ;mtrc part, la force F qiiiagit sui 

le point matériel M peut être dé- 
composée en deux : l'une, f, dirigée suivant la trajectoire x'x 
et l'autre, o, normale à la trajectoire. La force f est la seule 
qui produise le mouvement, car la force o est détruite par la 
résistance de la ligne x'x sur laquelle le mohile est assujetti à 
rester; mais on a 

f = l' cos a, 
de sorte que la force /' est constante et communique an point 
un mouvement uniformément varié. Enfin l'expression du tra- 
vail do la force F montre que ce travail est le même que cckii 
de la force / ; par conséquent nous sommes ramenés h prouve)' 
que la variation de la force vive du point M, qui se déplace 
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dans la direction de la force f, sous l'action de ceflo foiee, est 
égale au travail accompli par la force f, ce qui a été prouvé 
dans le premier cas. 

3" La force ni quelconque aimi que le déplacemciil. — Soit 
AB le déplacement du point d'application pendant le temps 
t, de l'instant zéro k l'instant (, par exemple. Appelons v^ 
la vitesse au point A, v la vitesse au 
point B et m la masse du point ; puis 
partageons l'arc AB en n parties, AA,, 
A, As, . , . assez petites pour qu'on 
puisse les considérer comme confon- 
dues avec les cordes correspondantes 
et pour que l'on puisse, en outre, con- 
sidérer la force comme constante^ 
pendant que son point d'application parcourt l'une quelconque 
de ces parties. Appelons ui, v^, . . .,v„ les vitesses respectives 
du mobile aux points Ai, A3, . . ., A„ de sa trajectoire et ï,,, 
Ti, . , . , T„ les travaux élémentaires pour les déplacements 
respectifs AAi, AiA^, ...,A„B. Puisque nous supposons la 
force constante pendant que le point matériel parcourt l'arc 
AAi, et puisque nous supposons de plus l'arc AAj confondu 
avec sa corde, on a, en vertu du second cas, 

Mais on a aussi, pour les mémos raisons, 



Si donc on appelle T le travail total, c'est-à-dire la somme 

T(|-|-Ti-I 1- ï.i, et si l'on ajoute ces égalités membre à 

membre, on a, après réduction, 
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ce qui démontre la proposition et ce qui prouve, en même 
temps, que la somme des travaux élémentaires a une limite 
égale k '^-"-^^ 

307. Enoncé du thèovènie géuèL'al des forces viAes. — La 
|)roposition précédente, que nous avons démontrée pour une 
force, n'est qu'un cas particulier d'une loi plus générale que 
nous ne pouvons démonlter ici et qu'on peut énoncer de la 
manière suivante : 

Lorsque des forces eu nnmhn; qiiehonqvi! agissent sur tni sijs- 
lùme do points matériels, la variation de la soininu des forces 
vives de tous les points du système pendant un certain temps, eut 
égale à la somme des travaux de toutes les forces qui agissent sur 
les points du sijslème pendant te même temps. 

C'est en cela que consiste le théorème général des forces 
vives. Nous nous bornerons ;■! l'avoir énoncé et à remarquer 
que, si on l'applique à un corps gêné, il n'est pas nécessaire 
■d'introduire les forces de réaction, parce que la somme des 
travaux de ces forces est évidemment nulle. En effet, à toute 
force de réaction R appliquée on un point A, il correspond 
une force R' égale et opposée ii H, appliquée au même jioint ; 
par conséquent pour im déplacement du point A, les deux, 
forces R et R' donnent deux travaux égaux et de signes con- 
trairesj et dont, par suite, la somme est nulle. 

308. Application I, — Supposons qu'un point matériel j)e~ 
sant de poids p soit lancé de bas en haut, sur la ver- 
ticale d'un point A, avec une vitesse initiale Uq. Soient 
A le point de départ et M le point le plus élevé de sa 
course. Le travail accompli pour aller de A en M et pour 
revenir de M en A est nul, prrisque le point de départ 
et le point d'arrivée sont confondus ; si donc t' est la 
vitesse du mobile quiuid il revient au point ,V, on a, 
d'après le théorème des forces vives, 



y Google 




c'est-à-dire enfin o — — v^. 

3U0. Appiicaiion II. — Supposons qu'un point matériel tle 
poids p se déplace, sous l'action de sonpoids, 
sur une courbe (C), depuis le point A jtia- 
qu'au point B, Appelons «o la vitesse au 
point A, V la vitesse au point B, m la masse 
du point et h la distance verticale des deux, 
points A et li. Le travail accompli pur le 
poids /', pour aller de A en B, est égal h ph ; par conséquent 
l'applicalion du théorème des forces vives donne 

i 

— [mvr' — mvX) = ph. 

Mais on a p ~ "if/ ; 

donc, après réducUon, 

Si en particulier Uu :^ û, ou a 

V =: ^fh, 

et nous retrouvons ainsi un résultat plus général ipie celui qui 
a été obtenu dans le cas particulier du plan incliné et que 
nous avons énoncé ainsi : 

Si des mobiles pp.sanU descendent sans vilesse wil'uih: h: lomj 
du différents plans incliniis issus du même point, les vilesxes 
qu'ils possèdent quand ils arrivent sur le même plan horizontal 
sont toutes égales à </^i, h désignant la distance verticale du 
point de départ au plan borizontal considéré. 

310. Appllcattoa llï. — Un projectile du poids p iKqaii:rl, au 
sortir d'une arme à feu de longueur î, une vitesse v : on demande 
la force de la poudre, en supposant qu'elle agisse d'une inaniêre 
constante pendant que le jn-ajr,ctile resta dans Varmc. 

Soit F la force chercbée et sous l'action de laquelle le pro- 
jectile parcourt la longueur l. Le travail accompli par la 
force F pour ce déplacement est égal à F.?; d'autre part, la 
vitesse initiale étantnuUe, le travail est égal à la force vive ;iu 
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i.- = £l'. 



et 



limitle; durée d'une petite oscillation. — 

Commi! dernière applicalioii, suppo- 
sons qu'un point maférie! pesant, as- 
sujetti & rester sur une courbe (C), 
(C) soitabantlonnéàlxii-tnêinc, o'est-à-din^ 

siuis viUi'^si.i iiiitiiile, en un point A; 
il remontera jusiiu'aii |Kiin( \: sur lu nn^mc plan horizontal 
que le point A. 

En eflet, il ne s'arrftte que lorsque la vitesse devient nulle; 
01-, si l'on appelle h la distance verticale du point de départ au 
jKiint d'arrivée, on a i: — \jtijh ; si donc d = 0, on a 
/i = 0. 

C'est ce qui arrive dans le cas du pendule simple. i>;iiis re 
cas la courbe (C) esl un arc de cercle ayant pour centre li> 
point rie suspension du pendule et dont le rayon est égal fi la 
ioji;.a\eur / du pendule. Le résultat que nous venons d'obte- 
nir signilie alors que les oscillations ont la même amplitude 
de part et d'autre de la verticale du point de suspension. 

Proposons-nous de calculer la durée d'une petite oscillation. 
Pour cela, appelons A la |>osilion initiale du pendule corres- 
pondant à l'angle d'écart oo, et B une position quelconque 
définie par l'angle d'écart «. Si l'on appelle h la dislance ver- 
ticale des deux points A et li (A'B' sur la figiire ci-aprcs), la 
vitesse au point B est donnée iiar la formule 
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(i[;iLigl(;s OAA' et OBB' doiineiU 
OM = l cos \, OB' ^ / cos ï ; 
ua on déduit 

OR' — OA' = h = Kcos î -— cos :cj 
ol, p;ii- suite, 

ï! = h/igllcos a — cos Hj,)- 
Lorsque les angles d'écart Hont 
U'ès petits, on peut poser 



ce qui permet d'écrire 

(1) . = M»!--')- 

Poiir déduire de là la durée d'une petite oscillation, nous 
rappellerons que si un corps de masse in se déplace sur une 
droite sous l'action d'une force attractive proportionnelle 
à la distance, et parcom-t un chemin h partir du point où sa 
vitesse est nulle, on a (284) 

(2) X ~ a cos l\Œ, 

en supposant que la force soit égale à — mk.v, que x désigne 
l'abscisse du moJnle ii l'instant ( et enfin que " soit son abs- 
cisse il l'instant où sa vitesse est nulle. Il en résulte que la 
vitese à l'instant ( est donnée par la formule 

et l'on en déduit successivement 



= aVr S 



U{ïï^ 



.V. 1- 



Celte formule devic 
dans celle-ci 



identique à la formule 
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Mais dans le mouvement défini par l'i^quation (2), la durée 

d'une oscillation est -7^;; donc la durée d'une petite oscilla- 

\/ k 

tion du pendule simple est 
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CHAPITRE V 

MACHINES A L'ÉTAT DE MOUVEMEÏÏT 

3J2. .Nous avons a|j|icli; wudiinr un corps nu un ni-ciiibii' 
(le corps gênés, destinés à vaincru one résistance ou h pro- 
duire im mouvement. Pour que les machines puissent vaincre 
des résislancos, il faut qu'elles en déplacent les points d'np- 
plication, par suite qu'elles effectuent un travail produit par 
l'action d'une force motrice ou puissance. 

On peut dire, d'après cela, que les machines servenl, k trans- 
mettre le travail de la puissance, et nous nous proposons d'in- 
diquer ia loi de la transmission de ce travail. 

313. Principe de la trauBmlssloii du travail dans les ma- 
chines; iopces moti'ices et iorces l'ésls tantes. — Nous avons vu 
que la somme des travaux accomplis, pendant un certain tempH, 
par les forces qui agissent sur tons les points d'un sysième en 
mouvement, est égale à la variation de la somme îles forces 
vives de tous les points du système, pendant le même Icmps. 
Ce principe est exprimé par l'égalité 



^'&t, p-'Ei^ — ,SV' 



F désignant une force quelconque, î>„ et v les vitesses d'un 
point quelconque du système au commencement et à la fin de 
l'intervalle de temps pendant lequel on le considère. 

Les forces qui agissent sur un système matériel en mouve- 
ment sont de deux espfices : les unes exercent h;ur action 
dans le sons même où se déplace leur point d'application, les 
autres en sens contraire. Pour les premières, le travail est 
positif ou moteur ; pour les deuxièmes, il est négatif ou résU- 
tant. Pour cette raison ces deux espèces de forces s'appellent 
respectivement forces motrices et forces réilstavtes, et la somme 
des travaux de toutes les forces qui agissent sur une raachine 
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est égale ii la rtilféreïice entre la somme des travaux des forces 
motrices ou travail moteur, et la somme des travaux des force» 
ri^sistantes ou travail résist;mt. Si donc on désigne par T™ ie 
travail moteur et par T, le travail résistant, on aura 

Supposons que le mouvement de la machine soit uniforme ; 
alors le second membre de l'équation (1) étant nul, il en sera 
de mémo du premier, et l'on pourra dire que In U-avail moUmr 
i-.st égal au travail rrsislaïU. 

Considérons, paroxemple, le cas simple d'une machine sou- 
mise seulement èi deux forces : une puissance P et une résis- 
tance R. Supposons que ces deux forces soient constantes et 
appelons p et r les projections sur leurs directions des dé- 
placements respectifs de leurs points d'application ; suppo- 
sons enfin que la mncliine se meuve d'un mouvement uniforme 
de manière qu'il y ait égiilité entre le Iravail moleAU' et le Ira- 



vail résistant. On aura 



ou bien 



P;) = lie 



H ■ p 

ce qui si^nilic que h; rapp^irt ih's deux Torces doil être ('pû ,u\ 
rapport inverse des projections, sur leurs directions, des clie- 
, mins parcouras respectivement parleurs points d'application. 
Si, par exemple, la résistance est cent fois plus grande, la pro- 
jection du chemin parcouru est cent fois plus petite, ce que; 
l'on exprime en disant que en que l'on gagne en force, on le perd 
m ckemiii'parcouru on en vilnnsn. Inversement, si )■ devient cent 
fois plus grand, R devient cent fois plus petit, P et p conser- 
vant bien entendu des valeurs telles que Pp demeure cons- 
tant; de sorte que ce que l'on ijugne en chemin parcouru, on le 
f-rd en force. 

Une machine n'a généralement pas un mouvement uni- 
forme, mais reprend la môme vitesse après des intervalles de 
temps'égaux entre eux. On dit alors que le mouvement est 
pdnorii'fufi, et l'on appelle période l'intervalle de temps qui 
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s'écoule entre deux retours consécutifs de !a maciiine k lu 
même vitesse. Si l'on considère la maclùne pendant toute lu 
durée dune période, on aura bien l'égalilé 

T„, r^. T, 

entre le travail moteur et le travail résistant ; mais celle 
égalité n'a pas lieu à tous les instants de la période. Le mou- 
vement comprend deux phases : pendant lapremière, la vitesse 
va en croissant et le travail moteur est phis grand nuo le tra- 
vail résistant, de sorte qu'une partie du Iravail moteur se trans- 
forme en force vive ; pendant la seconde, la vitesse diminue, 
le secondmembre de l'équation \l) devient négatif et le travail 
moteur est inférieur au travail résistant. La force vive amas- 
sée pendant la première phase est dépensée ix effectuer l'excès 
du travail résistant sur !e travail moteur, de manière qu'il y 
ait égalité entre les deux espèces de travaux, à la fin de la pé- 
riode. 

C'est en cela que consiste le principe de la transmission du 
travail dans les machines, et noiis pouvons l'énoncer ainsi : 

1* Daiu toute machinp, en niouvemiint uniforme, le tracail iko- 
^.urest conslammevt éf/al au Iravail rKsislanl ; 

2° Dans loutn machine en iiwucempjit périodique; le iraoail 
inotinn', pendaiil loule la dar^'-e de lapéi-iode, esl é'jnl an Iravail 
ri'sislaulpi-ndanl ù- même {em,>it. 

Les réciproques sont évidemment vraies. 
Ajoutons que dans l'application de ce principe, et pour des 
raisons déjà données numéro 307, il est inutile de tenir compte 
des travaux des forces de réaction. 

314. Vérllication du prïnctiié de la transmission du traviiH 
dans tes macMues simples. — Le principe de la Irausmission 
du travail dans les machines est le plus important de la mé- 
canique pratique. Nous allons nous proposer de le vérifier 
directement pour les machines simples étudiées cnSlaliciue, 
en supposant que les forces qui agissent sur la machine se 
font équilibre, c'est-à-dire en supposant que le mouvement de 
la machine soit uniforme. 
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23-5. IJVXAWIQUE 

1" Leiner. — Appelons P la puissance, Q lavésislance, p et 
7 Ifs bras de levier respectifs ; nous avons vu que la condilion 
iVôquilibre osl 
A' (1) i> = Q'/' 

D'autre part, si AA' et BB' 
rionl les ai'cs de cercle décrits 
]iar les points d'applicalion A et 
H de la puissance et de la résis- 
l;\nce, comme ces forces sont 
langentes aux dé placera en ts cor- 
respondants, le travail moteur 
est égal à PXAA' et le Iravai! résistant à QXBB'. 11 
faut donc prouver fpie l'on a 

(2) . r X AA' --= Q X BB'. 

Or, si l'on appelle a l'angle dont le levier a tourné, on a 

AA' = î^, BB =: q-Ji. 

Il s'agit donc de prouver que 

P;» = Qr, 
ce qui est une conséquence de l'équation (1). 

2" Pùidk fix/:. — En appelant P la puissance el Q la l'ésis- 
tance, l'équation d'équilibre est 

P = 0. 

Comme le déplacement du ]ioint d'applicalion de la puis- 
sance est évidemment de même longueur que celui du point 
d'application de larésistauco, comme de plus les directions de 
ces déplacements sont les mêmes que celles des forces corres- 
pondantes, en multipliant les deux membres de l'égalité |iré- 
cédente par la valeur absolue du déplacement, on verra lotit 
de suite qu'il y a égalité entre le travail moteur et le travail 
résistant. 

3° PimlÀP. mobile. — Supposons que les cordons soient pa- 
rallèles et que la poulie passe d'une position !x une position 
0', de sorte que OC est le déplacement du point d'applica- 
tion do la résistance, Si B el B' ^loni les positions eorrespoiv 
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dantes du point d'application du la puissance, <iii a «vidinn- 
menL 

BB' =: 200'; 

car la longueur BB' est équivalente à AA.'-i-A|A;. On a 
(Jonc, en appelant toujours P et Q la pais- 
sanco et la résistance, 

T„, ^PX200', 
T,. ^ Q X 00'. 
Mais an vertu de la condition d'équilibre de la 
poulie mobile, quand les cordons sont paral- 
lèles, on a 

Q = 2P, 
par suite Q X 00' = P X 200', 
et enlin T,„ = '1\, 

puisque U — 2P en vertu de la condition 
d'équilibre. 

Supposons que, sous l'action de la puissance, 
l'appareil tourne d'un angle a autour 
de SUD axe. Projetons la figure sur un 
plan perpendiculaire à l'axe du treiiil, 
et appelons c et R les rayons de l'arbi'C 
et de la roue. Si Ah.' et BB' sont les 
déplacements respectifs du point d'ap- 
plication de la puissance P, o( du 
point d'application do la résistance Oi 




on a 

= P X W: 



T,. = X HB' 



AA' =^ Rî, BB' = ce -= î'^, 

G désignant la position du point G après la rotation ; d'autre 
part, en vertu de la condition d'équilibre du treuil ou a 

pri .^ Q-'. 
On en déduit PlU ^ Qra, 

c'cst-à-dirc P X AA' == Q X 8B', 

ot enfin T,„ -- '!',.■ 
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u° Plan incliné. — Soit maintenant F la puissance faisant 
l'angle avec la ligne do plus grande pente du plan indiné. 
Supposons quo, sous l'action de celte 
force, un corps de poids P ait parcouru 
un chemin / d'un mouveinent uni- 
forme, et appelons ^ l'angle du plan 
incliné avec l'iiori/on. On a alors 




T,„ = F/cos(], T,.= P/sincc, 
car le déplacement fait l'angle avec 
la puissance et l'auf^le ----- a avec 
la résistance. 11 faut donc prouver que 

F cos = P sinj, 
ce qui résulte de la condition d'équilibre ^223). 

315. Notions sut* les rôslslanees passives. — Parmi les résis- 
tances qu'une macliine doit vaincre, il y a celles pour les- 
quelles la machine a été spécialement construite, et le travail 
moteur employé à vaincre ces résistances est un travail utili;. 
Hais il y a aussi d'autres résistances qu'on ne peut jamais 
détruire entièrement et qui absorbent une partie du travail 
moteur : ce sont les frottements des organes de la macliini; 
les uns sur les autres, les vibrations, les chocs, la résistance 
de l'air, etc. La portion du travail moteur destinée à vaincn' 
ces résistances est perdue pour le but (pr'on se propose en 
établissant la machine ; on l'appelle le tmoail passif. 

316. Relations générales entre le ti'avall moteur, ïe travail 
utile et le ti-avail passif. — U'nprès cela, nous sommes con- 
duits à considérer le travail résistant comme composé de deux 
parties : le travail utile et le travail passif. Si donc on appelle 
T„ le travail utile, T^ le travail passif, l'équation qui exprime 
le principe de la transmission du travail devient 
T„ = T„ + T/. 
On appelle rnndcvmil d'une machine le rapport entre te tra- 
vail utile et le travail aioteiir. Tïéqviation précédenle noiis 



y Google 



doimo imniLMlifitemoiii.. pour li; reiidcmiMil, l'oxprossioiï 

Comme cela oHt évidont, lo rcndomont c-^l Ltmjmii's infériour 
à l'unité et s'approcluî iriuiliinl. plus de I imili' (juc T, c si. plus 
petit, c'est-ii-dirc que lîi macliinc est pltis parfaite. 

317. ImposBibilité du moavament perpétuel. — C'est parce 
qu'il est impossible d'éviter les résislauoes ]>aaHives, qu'il est 
également impossible de résinidn' li' iunlilruio du niouvomenl 
perpétuel. Ce [U'oblènie cousish- l'ii rlVrl ;i Irouver une ma- 
cliinc qui, une fois mise en moiivcmciLt par une force motrice 
quelconque, continue iï se mouvoir indéfiniment ot fournisse 
toujours un travail utile. Cette luachioc est iiTéalisable, car 
quelque ]iarfaile qu'elle soit, il est impossible d'éviter les frot- 
tements des organes, les vibrations et les chocs ; de sorte que 
le travail utile ne peut jamais être qu'une fraction du travail 
moteur. Autrement dit, le travail moteur ne peut pas Otre 
transformé complèteuient cm travail utile. 

Mais il y a [dus: quand bien mi'me on voudrai! se bonier à 
produire on moiivemeiil iiuléliiii, on se Irouverail en présence 
d'unprobli"'ini' iu)[i(i'-sil)li'. Ciu-, si &.n\'^ l'^qualimi des forces 
vives 

on suppose ï,„ et T„ nuls, elle donne 



.i;=?-T„ 



Or, T^ est uni.' sonnne de tenues tous positifs fi qui va i. 
croissîtnt, corame toutes Ion expériences le déniontrenl. 
arrivera donc un uiomeut où l'on aura 



SÏ-"- 



A ce moment, tous les points de la machine iiuronl. une vitesse 
nulle, et la machine s'orrêtera. 



y Google 



2.'i)S llïNAAlliJliK 

318. Ciiitè do Lravïiil dans les iiiiicliiiica. — - 1.0 tnivai] pro- 
duit par une force ou par un systÈme de forcets ne dépend que 
de ces forces et des déplacements de leurs points d'applica- 
tion : il est indépendiinl, par définilion, iln temps employé à 
obtenir C(!S déplacements. Toulefois il est indispensable, pour 
connaître la valeur d'une machine, de pouvoir évaluer le Ira- 
vail qu'elle prodiut en un temps donné. 11 est clair en effet 
que le mécanisme sera d'aulant plus parfail qu'il emploiera 
moins de temps pour effectuer iin travail donné. 

On a été ainsi conduit, pour évaluer le travail des machines, 
h prendre une unité de travail dépondant du temps : cette 
unité do triivail, c'est le Khi:val~-aapr,ur . Lorsqu'une machine 
produit un travail de 73 kilofrrammètrea il la seconde, on dit 
qu'elle est do la force do 1 choval-vapeur. Le travail d'un 
cheval ordinaire n'est en général que le cinquième d'un ehe- 
val-vapeui'. 

Comme application, iiroposous-iiouï- de féaoudre \o ^jvo- 
bléme suivant ; 

Um: rhiilr il'r.n,,!/:!)!!!- &'<'•' fl/eaui) la miimle cl iumhv. d'une 
kuuliMir (/(; 5'" stir inir, rime qui produit un travail; livuvcr <:ii 
ch>:o(n\a--i;iipriir Irinicnl muUiur du lamachine. 

Puisqu'il tombe 6000 lilres d'eau en une minute, il en tom- 
bera 100 litres on une seconde. La force motrice est donc égale 
ix lOO^e et le déplacement de son point d'ai)plication est égal à 
5'". Il en résulte que le travail produit pendant une seconde 

est de SOO kilogramme très , e"est-ù-dire de -^ chevaux- 
vapeur. On trouve 0,00, de sorte que la lorce de la tuachiiiu 
est de 6 chevaux-vapeur, 60 centièmes, 

310. Mouvemuiil d'un in)inl. sur un plan Incliné en tenant 
compte du Iroilement. ~ Pour teiuiiner, proposons-nous 
d'étudier le mouvement d'un point matériel pesant placé sur 
un plan incliné, en tenant compte du frottement. Appelons 
P le poitls du point matériel, ^ l'angle du plan incliné 
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[nposanles du poids T suivant la ligne de pli\s grande 
pente el, suivant la normale sont res- 
pcelivcnient 




= P s in 5. 

= F cos '- 



,uLre part, la force de froUonienL est 
l^' = fN:^ fp cos «. 
l'ar conséquent, si l'on siippose d'abord 
que le mouvement ait lieu vers le bas, la force qui produit le 
mouvement et qui esÈ ilgalc à 2'' — ^ ^ 1"*"'' «expression 
P(sin(x — /'cosï). 
Soit o l'angle de frottement ; on a 

/ ^ tg ?. 
el, on remplaçani. dans l'cxiiression précédcmlc, on ohticnl, 
pour ia forcfi qui produil. le iiKnivcmeul, la nouvelle oxpres- 



P (sin a ~ cos a tg q) = 



Psin(cc- 

COS ti 



L'accélération du mouvement s'en déduit en divisant par la 

p 
masse m, et comme ——S, on voit ([u'ellc csL égale à 

(/ sin (a — 9) 
cos ■= 
II en résulte que si l'on appelle f„ la vilcsse inilialo, les équa- 
tions du mouvement sont 



Elles monirent iiue si l'on a « !> ç, le mouvement est uni- 
formément accéléré ; que le mouvement est uniforme si " = 0, 
el enfm qu'il est uniformément relardé si « < ?■ 

Supposons maintenant que le mouvement ail lieu vers le 
haut ; alors la force de frottement est dirigée vers le bas et 
s'ajoute à p ; elle retarde le mouvement, et la force totale qui 
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2oO DYNAMIQUE 

s'oppoBO au JiioiivcmfiiiL a pour expression 

' COS !i 

Il en résulte que los équations du mouvement sont 



et que le inouyeiiient est uniformément retardé. Le moliiln 
s'arriMe au bout du temps 



«n(^-Hçr 
quand il est au repos, il y reste si l'on a « < ip (227) ; sinon 
il redescend d'un mo^iYcment uniformément variÉ donné par 
les premières formules. 

On peut ajouter ([ue los deux mouvements, le mouvement 
ascendant et le mouvement descendant qui lui succède, ne 
sont pas symétriques ; par un calcul simple on trouve en 
effet que la vitesse du mobile quand il repasse par la postillon 
initiale n'est plus égale à »„. Pour cela on fait 



r/ sin(a-l-<f) 
LUS la première formule (2), qui donne alors 



" 2.7 sin (et + çr) 
On porte cette valeur de x dans la ])rem)cre formule (l), 
y avoir fait v„ — 0, et l'on en tire 



Y sin(a — o) sin («-t 
deur de ( 
= 0, et 



on porte cuftn cette valeur de ( dans la deuxième formule (1), 
où l'on a fait aussi v. = 0, et l'on obtient (inaleuieut 
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CIIAPITIŒ V 2f)d 

Comme cas particulier, supposonsque le plan, au lieu d'être 
incliné, soit horizontal ; la force de frottement est alors égale 
à Pf, l'accélération à <//■ et le mouvement, qui (ist iioiiormé- 
ment retardé, est défini par les équations 

X = X^ + i\t — --■ ;y/V^, 

II, désignant toujours la vitesse initiale. i--c mobile s'arrûle au 
bout du temps 
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EXEItCICES SUR LE LIVRE ' 



1. On lance d'en mÈmc jioinl, uu inÈmo instant, iivec ia vitesse 
i!o, des mobiles pesants dans toutes les directions. Lieu des iJosiUons 
de tous ces mobiles à l'instant t. — Variations du lieu avec (. 

2. Un obus lancé sous un angle donné a fait explosion et l'on en- 
tend le brait de l'explosion t secondes après ; trouver la vitesse ini- 
tiale et la distance. 

3. On lance au même instant deux projectiles de deux points 
et 0' situôs sur une horizontale, à la distance (î ; trouver la condi- 
tion pour qu'ils se rencontrent, 

4. Avec quelle vitesse faut-il lancer un projectile sous l'angle t, 
pour qu'il atteigne une distance d ? 

5. Deux mobiles M et N soumis à la seule action de la pesan- 
teur descendent le long de deux plans inrlinés OP et OQ faisant les 
angles a et p avec l'horizon, llspartentsans vitesses initiales l'un 

de A, l'autre de 15, pris sur OP et sur OQ. 
, On donne OA = œ et OB ^ b. (ki- 

\ / culer au bout de combien de temps la 

^\" ~/a droite MN qui joint les deux mobiles est 

jj-r -7\] horizontale. Donner les conditions de poa- 

\ / sibihtù du problème. 

Application numérique sans faire usajje 

des logarithmes : 
a = 60", ? = 30", a = 40"", b = 10"". 

On adoptera pour la mesure de l'accélération due à la pesanteur 
i,=0'",8l. 

Les angles a et p n'étant plus donnés, mais connaissant seulement 
l'angle o des deux plans inclinés, déterminer « et p par la condition 
quelesdeux mobiles partis de A et de B sans vitesse initiale arri- 
vent ensemble en 0. 

6. On considère deux plans inclinés qui se coupent suivant une 
horizontale ; on laisse tomber en môme temps trois mobiles sur les 
deux ]dans et sur la verticale. Déterminer les côtés et les angles du 
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triangle déterminé à chaque instant par les trois mobiles, et montrer 
que sa surface est proportionnelle à i^. 

7 . Deux mobiSes placés sur deux plans inclinés adossés l'un à l'au- 
tre sont reliés par un cordon de longueur donnée i[ui passe sur une 
poulie. Etudier les mouTements de ces deux mobiles connaissant 
leurs poids P et Q. 

8. Mouvement du œnLre du !,T!n'itô des deux mobiles do l'exercice 
précédent. 

9. Étant donnés deux points A et B, trouver un point tel que 
les temps decliute d'un mobile suivant AO et BO soient égaux. 

10. D'un point donné et suivant des droites issues de ce point on 
laisse tomber des mobiles sans vitesse initiale. Trouver le lieu de 
ceux de ces mobiles qui rencontrent un plan donné à l'instant ( et 
la manière dont ce lieu varie avec le temps {, 

11. Un fit qui s'enroule sur une poulie très mobile porte à cha- 
cune de ses extrémités A, B un poids de 200 gr. Au poids sus|)endii 
en A, on ajoute une masse additionnelle de S gr, et on abandonne 
le système à l'action de la pesanteur. — Calculer le chemin parcouru 
par le point A au bout de trois secondes ; calculer, à cet instant, 
la force vive du système. On négligera la masse du fil et colle de la 
poulie et l'on prendra 9°, 809 pour l'accélération due à la pesanteur. 

12 . Un cordon passe sans frottement sur une poulie fixe et est sol- 
licité par deux poids P+p etQtelsque P+y > Q > ]'■ 

1° Étudier le lieu et le mouvement du centre de gravité. 
2° Après secondes on supprime le poidsp et l'on démande d'étu- 
dier le mouvement qui se produit ensuite . 

13. Une arme à feu horizontale de ! ",20 contient une balle de 25 gr. 
lancée avec une vitesse de iOC. Trouver la force de la poudre, en la 
supposant constante pendant que le projectile reste dans le canon 
et en supposant connue la durée de l'action de la poudre. 

H. Un corps de poids P, mobile sur une droite horizontale, reçoit 
une impulsion d'une force horizontale qui lui imprime une vitesse v„ ; 
il s'arrête au bout du temps ( après avoir parcouru un espace e ; 
trouver le coeflicient de i'rottemenl. 

IB. Dans le pendule à petites oscillations, comparer le mouvement 
sur la corde et sur l'arc au point de vue de la vitesse et du temps . 
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